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DIFFERENTIATION D UNE INTEGRALE DEFINIE PAR RAPPORT 
A SES LIMITES. 


448. On sait qu’étant donnée une fonction quelconque 
de x, f(x), il existe toujours une autre fonction 9 (2x) 
telle, que l’on ait 

p (x) =f (2), 
et que l’intégrale générale de f (x) dx est alors représen- 
tée par 
p(x) +C, 
C étant une constante arbitraire. 

Désignons par u l'intégrale de f(x) dx, prise entre 

deux limites a et 6; on aura 


b 
w= f J (2) dz = 9(b) -- 9(a) 


Stcuam. — 4a., iL I 
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L’intégrale définie u ne dépend plus de x, mais elle est 
une fonction des limites a ct 5, et l’on peut se proposer 
de la différentier par rapport a l'une ou 4 J'autre de ces 
limites. On y parvient nisément sans effectuer l’intégra- 
tion. En effet, de Pégabisé = | 

u—=-(b)-— (a 
on déduit rl) slah 
du du 


= (a), Sob) 
et puisque 9’ (x) = f(x), 

du du 
(1) da =—f(a), Wb =f{6). 


449. Siaet & sont des fonctions d'une certaine va- 
riable t, indépendante de x, en désignant par du la diffé- 
renticlle totale de u considérce comme fonction de la va- 
riable indépendante ¢, on aura (I, 46) [*] 

du = aa + Feb, 
et, par conséquent, 
(2) du =— f(a\da + f(b) db. 

On obtiendra du en fonction de ¢ en remplagant dans 
cette formule a, 5, da, db, par leurs valeurs en fonction 
de t. 

Interprétation géomeétrique. 


450. Soit 


Fig. 101. 


y =f (2) 
’équation en coordonnées rec- 
tangulaires de la courbe CD’ : 
Vintégrale définie 


raf ire 


ee — ———— + — ee 








[*) (1, 46) indique un renvoi au n° 46 du premier volume. Les ren- 
yois au second volume seront simplement indiqués par le numero du 
paragraphe. 
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représente l’aire ABCD. Donnons aux limites a et 6 les 
accroissements infiniment petits 
AA’= da, BB/=db: 
on aura 
A’'C’D'B’ =a-+ da 
et 
du — — AA’C’C + BB'D’D. 

Or, on peut remplacer AA’C’C et BB’D'D par les rec- 
tangles ACEA’ et BDFB’ qui n’en different que de quan- 
tités infiniment petites du second ordre (I, 17); on aura 
donc 

AA‘CC=f(a)da, BB'D'D = f (6) db, 


et, par suite, 
du — — f(a)da+ f(6) db. 


DIFFERENTIATION DUNE INTEGRALE DEFINIE PAR RAPPORT 
A UN PARAMETRE QUELCONQUE. 
451. Supposons que la fonction placée sous le signe f 


dépende d'une variable ¢, autre que x, et soit 


w= [Fe t) dr. 


Si les limites a et b sont indépendantes de ¢, on aura, 
pour l’accroissement At donné af, 


b 
“+ Au =| SJ (2, t+ At)dr, 
a 
d’ou 


was fF o, t+ At) te— ffx thdx 


° b 

=f [s(r,¢+ 40) —f (2, t)| dr; 
"par stile, 

Au > flr, t+ at) —Sf (x, 1) 


—_— 
— i - Se es eee a 
. 


At At ? 
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et, sil’on fait décroitre indéfiniment 4, on aura, a la li- 
mite, 





du b af (x, t) 

(3) dt f at 

452. Quand aet b dépendent de ¢, du désignant la diffé- 

du du du 
rentielle totale de u, et ab a les dérivées partielles 
de cette fonction, on a 
du du d 
du = — ad meet ay te 

Mais (448, 451) | 
du du du > df (x, t) 
—_- —_— f \ —  — —_ = 9 
da J (a, ¢), db J (5, ¢), de f dt ax 


donc 


b 
(4) du=—f(a, t)da+f(b, t)db+ de f St) ae 


Interpretation geometrique. 


453. Soit CD la courbe dont I’équation est, en coor- 
Fig. 193. 


données rectangulaires, 


iA x =f (x, ¢). 
K Si OA = a, OB = 4, on aura 





b 
w= | J (x, t) dx = aire ACDB. 
a 


BB Ponnons a t l’accroissement in- 
finiment petit dt : a et 6 qui sont des fonctions de t re- 
coivent des accroissements AA’= da, BB’=db. En 
méme temps la courbe CD se change en une autre courbe 
EH infiniment voisine, et l’on a 


b+ db 
“+ du = f (a2, t+ dt)dx = aire A’GHB’, 


a-+da 
Mais. 
aire A'G11B! = AEFB — AEGA’ + BFIIB’; 
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donc 


du = A’GHB’— ACDB = (AFFB— ACDB) — AEGA’-+ BFAB’, 


ou, en négligeant des infiniment petits du sccond ordre, 


tua ffl erae ae— ffx t) de 


—f (a, t)da + f(b, t)db; 
et enfin | 


, . 
du—dt f NFO ae — f(a, t) da +- f(b, t) db. 


DIFFERENTIATION D UNE INTEGRALE [NDEFINIE, PAR RAPPORT 
A UN PARAMETRE VARIABLE. 


454. Soit u lintégrale indéfinie de f(x, t) dx, dans 
laquelle ¢ désigne un parametre variable qui ne dépend 
pas de x; on peut, sans rien dter a la généralité de cette 
intégrale, l’écrire sous la forme 


w= [oF (m ae +9 (0), 


q (¢) étant une fonction arbitraire de ¢. Différentions 
maintenant par rapport a t, en supposant que ane dé- 
pende pas de ¢ : nous aurons (451) 


du * dfx, ¢) fer. 
a= f HT aE EY (t); 


mais comme’ (ft) est une constante par rapport 4 x, le 


bd “ 9° , ° , ° d 
second membre revient a l’intégrale indéfinie de o dee et 
l'on peut écrire 


du (' df (7, 0) 
(5) a= | SG. 


Ainsi, pour différentier une intégrale indéfinie, par 
Fapport & un paramétre variable, il suffit de différen- 
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e 


tier, par rapport 4 ce parumétre, la fonction placée sous 
le signe f . 
INTEGRATION SOUS LE SIGNE. 


455. Si l'on multiplie par dy lintégrale définie 


| f F (x, y) dz, 


et qu’on intégre ensuite par rapport 4 y, on aura 


f dy f 7, (x, y) de. 


Or, je dis que ]’on peut intervertir l’ordre des intégra- 
tions, et écrire la formule 


fe f “fla, y) de = f “ae J fle nar. 
En effet, on a (454) 


: = fists r)aes 


donc, en intégrant Jes deux membres de cette équation 
par rapport ay, il en résultera 


foe fren w= fa f seriee 


En prenant pour limites de y les constantes c et d, on 
aura 


(6) f “ae f “S(ee7) w= [ “dy f “F(a y) de. 


456. L’interprétation géométrique de cette formule est 
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facile; car ses deux membres représentent également le 


Fig. 103. volume ABCD A’B'C’D’ com- 
pris entre la surface qui a pour 
équation z= f(x, y), le plan 
des xy et les quatre plans qui ont 
pour équations 





DETERMINATION DE L INTEGRALE 


R 


: . 
f{ sin" .r dz. 
oO 


457. On peut déterminer une intégrale définie quand 
on connait |’intégrale indéfinie; mais i] y a souvent des 
simplifications. Ainsi, quand on a 


[of arde= 92) + [oletae, 
il en résulte 
, 7b b 
f Player = 916) — 91a) + f b(x)dx, 


et si P(x) est une fonction plus simple que f(x), lin- 
tégrale cherchée sera ramenée par cette formule 4 une— 
intégrale plus simple. 

~ Soit, par exemple, Vintégrale 


z 
2 
u,, =| sin" rdz. 
. o . 


En intégrant par parties, on a 
friorzas = | sin*—'.1d(— cosr) 


= — sin*"'x cosz + (a — 1) | sin"—*.r cos*.xdzr3 
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ou bien, en remplagant cos*x par 1 — sin*x, 


fsioraae = — sin" zcosc + in — 1) [snr raz 


—(a— ) [sine nde 


. on n—t . 
fsinzds = — — sin*®'xrcosx + —— | sin®-? rdzx. 
n Rn 


De la on tire 


e e e Tv 
Intégrons maintenant entre Jes limites o ct ac obser- 


vons que je premier terme du second membre s‘annule 
a ces deux limites, n étant plus grand que 1: il viendra 








ran—i 
(1) u,= Un—se 
Soit 7 un nombre pair : nous aurons successivement 
n—3 
Uqg—2—— Mey 
n—5 
Uaq_.4 4 dn—ey 
@eeceveeeeses se eg 
tbs — 2 ey 


rid 
2 vig 
“u, = dxs—— 
o 2 


Si l’on multiplie toutes ces équations membre 4 mem- 
bre, il vient 


(2) | i ee 





En changeant 7 en 7 -+-1 dans la formule (1), on aura 


Rn 


“oa, = — -- hye 
wt n+. "7 


TRENTE-SEPTIEME LECON. | 9 
et ensuite 





R— 2 
n—! 
n—& 
U,—-3 = n— 3 as, 
i ei 
2 


x 
na 
w= f sinzdzx = 1. 
0 


En multipliant toutes ces équations membre 4 membre, 
on aura 





2 
(3) Unti = 3° 


458. La formule (1) ne peut plus servir 4 la détermi- 
nation de u, quand 7 n’est pas un nombre entier; mais 
on peut l’employer, dans ce cas, a réduire indice au- 
dessous de l’unité. 

Dans tous les cas, en faisant y = sinx, lintégrale 


{ sin? 2 dz 
6] 


se raméne a la suivante 


bo hs 





qui est algébrique. 


FORMULE DE WALLIS, 
459. Les formules (2) et (3) conduisent 4 la valeur 
de ~ exprimée par un produit d’une infinité de facteurs. 
En effet, puisque sinx est moindre que l'unité, on a 


sin" >> sin*+'z 
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. v 
pour toutes les valeurs de x comprises entre o et =i 


done on a 
R 


R 
2 2 
f sintede > f sin**'xrdzr, 
oO oO 


Uy > Mari 


De 1a, et des formules (2) et (3) trouvées plus haut (457), 


on tire 


c’est-a-dire 








On aura de méme 
lnt2  Unsis 


ou bien 

















4 — 2.2.4.4. n R 
— 13°35 n—t att 
on aura 
x © R>2 I 
zo 4 et £<att* sa(1+—) 


Jen résulte que 
=A(1t+ea), 





1 
vantité plus petite que et comme 
a étant une quantité P que ———» 


ceci est vrai, quelque grand que soit 7, on aura, en sup- 
posant n= 0, 

2446 
3355 


n 2 
2 1 


Cette formule remarquable a été découverte par Wallis. 
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EXERCICES. ° 


4, Démontrer que 





é 


® sinmax 
. dren 
Jy Sinz 


m étant un nombre entier positif et impair. 


Ii—wr “ 1,: 
9 ee oa —- ——I a. 
° 9 I+? 4 2 


3. Etant donnée Vintégrale 


f t (r)azr, 


1m 


la changer en une autre qui ait pour limites deyx nombres donnés, 
@ Vaide de la substitution x= my +-n, m et n étant deux nombres 


inconnus, 


12 COURS D ANALYSE. 








TRENTE-HUITIEME LECON. 
SUITE DE LA DETERMINATION DES INTEGRALES DEFINIES. 


Intégrales eulériennes de seconde espéce. — Intégrales obtenues par la 
différentiation ou J'intégration sous Je signe, — par des considérations 
géométriques, — par Ja séparation des quantités réelles et des imagi- 
naires, — par une équation differentielle. 


INTEGRALES EULERIENNES DE SECONDE ESPECE. 


460. On donne le nom d’intégrale eulérienne de se- 
conde espéce a l’intégrale définie 


(1) (nm) = fe temtde 


On doit supposer n positif; car si mn était égal au 
nombre négatif — p, lintégrale considérée aurait une 
valeur infinie. En effet, on a, a élant compris entre 


oO etl, 
{ , dex >fit ty! 
e7~* — ~- — — — }]-: 
1+ ’ 
a a'tP act e a 


I 
I | e e s id — am —_ 
or, poura = 0, —]-— est infini: Vintégrale f xr? e—*dx 
€ @ 
0 


est donc infinie, et il en est de méme, @ fortior?, de l'in- 


tégrale f x P'e-*dr. 
oO 


461. L’intégrale (+1) peut se ramener a T(z). 
En intégrant par parties, on a 


[ectesameten fetes 


Or, x"e~* s'annule pour x = 0, et aussi pour x= ©. 
En effet, puisque 
i 


tt te ey 


r 7? , 
fide = + 4... + — > 
2 L.A. devel 
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on a, quel que soit z, | 
a! 


o> 1.2.3.. rh 


par conséquent 

~, gira: 

x" eF ——_———e 

~ 1.2...8 
Or, quand on prend 7 >72n, ce qui est évidemment per- 
mis, le second membre devient infini pour x = o . Donc 
le produit x~*e* devient aussi infini, et par conséquent 
son inverse x*e—* devient nul pour x = 6. 


D’apreés cela, si l’on intégre entre les limites 0 et o, 


on aura 
io 9] oO 
{ aw e—*dx = nf e~*x"—'dr, 
0 o 
ou 
(2) (2 +1) =aYl (zr). 


462. On aura de méme 
P(n)==(n—1)P(n—1), F(n—1)=(n—2)P(n— 2), 
et si 72 est entier, On arrivera a 


r(2)= 1 (1), 


io 0] 
Tr (1) =[ e~*dx==1, 
Oo 


Par conséquent, on aura pour rn entier et posilif 
(3) r(rz)=1.2.3...(a—1). 
Si n, sans étre entier, est plus grand que 1, la formule 
I (2) = (re —1)F(a—1) 
permettra de réduire l’intégrale [ (m) a !intégrale T (v), 
dans laquelle v désigne un nombre positif moindre que 1; 
de sorte que, pour calculer [’ (7), il suffit d’avoir les va- 


leurs de cette fonction pour les valeurs de l’indice nz com- 
prises entre oetr. 


4G3. L’intégrale F (n) peut prendre une autre forme; 


pate 


wr 


4 


vr 


¥ 


wee! 


La 


a3 
wis 
wet 

“e 


~ 





a 


i] 


hens TENS SS 
oF Pe 


Ae 


toys 


yh LRN 


7 


. 
.° 


oj 


>t 


Y 


‘ were 
ay bY 
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en posant e* = y, on a 


1 dy 


z2al-, dr—=——,; 


y y 
[oretas=— fo (12) dy ={ (12) ay 
donc | 
| riny= fo (12). 


INTEGRALES QUI SE DEDUISENT D UNE INTEGRALE CONNUB, 
PAR LA DIFFERENTIATION SOUS LE SIGNE. 


464, La différentiation sous le signe permet de déduire 
d'une intégrale définie connue de nouvelles intégrales. 
En voici quelques exemples : 


1° {~ az —_* a. 
9 +a 2. 
Différentions n fois par rapport a a: il en résulte 


(n° 451) 


{33 135 an—1 1 Ff 
a. a 8 ee 7°99 
Oo 


—_—_——_— dx 
(2? + aj**' 222 2 a+y 2 
. a 





et, par suite, 
° dx _ . 
(1 o (ettajftt 2.4.6...22 n+ 


ee I 
2° ° f e dr ——. 
o a 


Sil’on différentie les deux membres de cette égalité 2 —x 
fois de suite par rapport a a, on aura 


[oer ide 9.8. n —1)a~", 
Q . 
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ou bien 


(2) [ores = na) s 





465. Ce dernier résultat subsiste quand on remplace la 
quantité réelle a par expression imaginaire a+ 6 /—1, 
dans laquelle la partie réelle a@ est positive. 

En effet, on a 





, — o—ha+b—1)s 
feton=rds = ee . —_ + € 
at by'—r1 
— e~*(cos bx — y—tsinbz) C, 
a+by—1 
el, par conséquent, 
” I 
f e~(e+b/—eqde — ——______.. 
‘ o : at b ¥— | 


Si maintenant on différentie cette égalité m —1 fois par 
rapport a a, on aura 


(3) [oe ae = 1.2.3. ..(a— 1) 
o (a+ by—1)" 





ce qui est la derniére formule du n° 464 étendue au cas 
plus général ot a représente une expression imaginaire 


466. Cette formule fournira d'autres intégrales, au 
moyen de la séparation des quantités réelles et des ima- 
ginaires. Posons 


a+ by—1 = p(cosd + y/— 1sin@), 


c’est-a- ire 
. b 
9 sin § — ——— ¢ 
Va+b . 





e = Ya'+ 6, 0089 = a 


Véquation (3) devient 
D 
f e—= “cos bx — y¥—1sin bx) 2"-'lze 
0 


Tir —.. 
') (cosn@ — Y— 1sinnd), 





— 
— 
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équation qui se partage en deux autres: 








20 
{ e—*F 2*—' sin ba dx = r (”) sinn0, 
rt P 
(4) 4 (m) 
{ e—* x"—' cos bx dx = — cosndg. 
oO 


Notre démonstration suppose que 7 est un nombre en- 
tier; mais ces formules subsistent quel que soit 7. 


INTEGRALES DEDUITES D AUTRES INIEGRALES, AU MOYEN DE 
L INTEGRATION SOUS LE SIGNE. 


467. L’intégration des intégrales définies, par rapport 
aux constantes qu’clles renferment, fournit encore de 
nouvelles intégrales. Soit, par exemple, lintégrale 


ae a 
f e—** cos bxdx = ———- 
° at bt 


qui se déduit de la derniére formule (466) en faisant 
=1. Ilen résulte, c étant une constante moindre que a, 


a [> a) a ad 
f da f e—* cosbadx =[ aM 
c oO ¢ at 6 


Mais (455), 


2a 290 io 2) a 
| da | e—** cosbxdx =[ as f e—* cos barda 
c “0 0 c 
GS p—cs —az 
e —e 
= —_—— cos bxdx; 
Oo xz 


d’un autre célé, 
[" ada __1 art 
J. @+ 6? 2 c+ 6 
Doric 


CO 4—CcE gg --at 3 b? 
(1) Oe cosbedr — 119 we 
a 7 2 et b 
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468. Si lon fait b = 0, ona 


CO .—¢r »~—ae 
(2) { "de = 15. 
0 eo c 


On obtiendrait encore ce résultat en intégrant relative- 
ment a a, entre les linites c et 2, les deux membres de la 
formule 


ae I 
[ e-%dr—=-—.- 
a 
e @ (Vv) 


469. Par le méme procédé, de la formule 


ae b 
e7* sin b.rdxc—= ———> 
° at 6 
on déduira 


f aa f~ e—sinbede =f bia 
at a b 


= arc tang gS — arc tang = 5 — arc tang 


b(a—e) 


bt + ae 





Mais 


fal? esrsinbrds = f _ e—*sin br da 


7 one sin bxdx; 
donc 


CO er par __ 
(3) oS sinbrdx = are lang bla —e) ° 
0 x 


470. Si Von faita=o,c=0, ona 


* sin bec rT 
(4) f r av = 2 


pourvu que J soit >0.Sil’on avait b<o, le second mem- 





e e N e id , s e 
bre serait — =. Cette intégrale présente donc une disconti- 


nuité remarquable : constante lorsque & varie en conser- 
Sturs.—-4a., I. a 


18 COURS D' ANALYSE. 
e ry zt 
vant le méme signe, elle passe brusquement de — — a= 


lorsque 3, en s’évanouissant, passe du négatif au positif. 


EMPLOI DE CONSIDERATIONS GEOMETRIQUES POUR LA 
DETERMINATION DE CERTAINES INTEGRALES DEFINIES. 


A741. L’intégrale 


ray 
A =| e-"dr 
° 


a été déterminée par M. Poisson a Paide d’un procédé 
trés-remarquable. Si l'on change x en y, on aura encore 


fo] 
a=f eT" dy, 
o 
el, par suite, 


\- ] ico] 00 r*] 
A? = [ eras f o'dy =/ f e—"'-1" dxrdy. 
© @ oO 0 oO . 


Soient maintenant trois axes rectangulaires Ox, Oy. 
Oz; et | 

Fig. 10}. y==0, toe, 

3 les équations d’une courbe 
située dans le plan zOx. 
Si cette courbe tourne au- 
tour de l'axe Oz, elle en- 
gendrera une surface ayant 


pour équation 








T 4 
aN 
N 
et Pintégrale double 


i- a] i] 
f [ e—*"-7 dx dy 
o Vo 


représentera le quart du volume compris entre Ja surface 
et le plan zOy. On peut évaluer ce volume en le parta- 
geant cn une infinité de tranches cylindriques dont Oz 
soit ]'axe commun. La tranche terminée aux suriaces qui 


—gt—yt 
zZ2—=e7* ys 
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ont pour rayons r et 7+ dr est égale 4 sa base anrdr 
multipliée par sa hauteur z ou e~” : on a done 


1 [7 _, i 
v= 7 e-" Manrdr=7 x; 
oO 


{f 
Re 


dot 


(1) A=sV 


472. Un procédé analogue peut étre employé pour la 
détermination d’autres intégrales. Supposons que !’on ait 


a évaluer 
f dy f S(ay)dr. 
oO 0 


Cette intégrale représente la portion située dans langle 
des coordonnées positives du volume compris entre la 
surface qui a pour équation 


z = f(z, y) 
et le plan xO y. Décomposons ce volume en éléments 
Fig. 105. infiniment petits au moyen 
ad des plans sOS, zOR menés 
par l'axe des , et des cylindres 
; PQ, RS ayant Oz pour axe 


. SiPon pose OP=r 
S77 3 commun p ; 
POxr = 89, le pri infini t 
, SP : e prisme in nimen 
petit MPQRS ayant pour base 

Je rectangle PORS = rd@dr, et pour hauteur 

z2—=f(z, y) =f (rcos6, rsin®g), 
aura pour volume. 


rd6drf (rcos6, rsin0). 


L’intégrale proposée pourra donc étre remplacée par la 


suivante 
rig 


oo 2 
f f J (rcos§, rsin@) rd@dr, 
a 0 


dont la valeur sera quelquefois plus facile a trouve: 
° 2. 
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A473. L’intégrale | 
J e—* dx = - Vx 
conduit a la suivante 
(2). { e-*dz = Vx 


— 
En effet, 


Pe) 0 rr 
{ e~P dx ={ e~-"dr +f e“"dx. 
— 2 — 0 o 


Si lon change x en — x, on a 


- 0 20 1 
[ en? dx =/ edz = = Vz; 
e 0 a 


a —_— 
f e-" dr — Vr. 
—2» 


474. Plus généralement, si f (rc) est une fonction paire 
de x, c’est-a-dire une fonction telle, que l’on ait identi- 
quement f(x) = f(— sx), on aura 


{ Jf (2) dz= af f(x) de. 
En effet, 


[falas [0 se\ae+ [“sle)ae 
Mais 


f fle) ds = { “fl 2) de =| “J (2) dz3 


donc * . 
[ f@ deaf flx)ds, ; 


On prouverait de la méme mani¢tre que si f(x) est 
unc fonction impaire, c’est-a-dire si f (-~ x) = —f (x), 
on aura 


donc , 


ay) 
J J (2) dz =0. 
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475. Si, dans l’intégrale (2), on remplace x par x Va, 


on aura 


(3) {- ot de — VE, 


En différentiant cette derniére equation n fois de suite 
par rapport a a, on aura 


(4) f- em adr = iq LD: (22-1) a (rr3). 


— 0 2" 


et, si lon fait a =1, 


(5) foe —s? 28 de = Yr .3.5.. 5. ..(22— I) 


2* 


EMPLOI DES IMAGINAIRES. 


416. En changeant x en x +a dans I’équation (a), 
elle devient 


aad ons 
(6) f e—(*+e) dy — Vr, 


—o 
ou 
a — 
f em ard r — et fr, 
—@ 
Mais on a 
lo 2) 2] 
f e78'— Ms fxr =[ cs" (e~ 28) dx 
oe —O — 2 
xD 
=| e—* (e+. e-™*) dr; 
Vv 
donc 
io) 
(7) f e— (e's + oe) dx = er. 
rs) . 


Les deux membres de cette équation peuvent étre dé- 
veloppés en séries convergentes, suivant les puissances 
entiéres et ascendantes de a, et comme I'équation a licu 
pour toutes les valeurs réelles de a, les coeflicients des 
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mémes puissances de a doivent étre égaux dans les deux 
membres; d’ow i! suit que l’équation subsistera si l’on y 
remplace a par une expression imaginaire. En posant 


[——— a y ° 
a@=ay—t1, dou e'** + e*** = 2008242, elle devient 
20 ' — 
(8) f e~*"cos2axcdx — =~ as. 
Oo 


Ainsi, le passage des quantités réelles aux imaginaires 
peut faire découvrir de nouvelles intégrales, comme on- 
Va déja fait remarquer au n° 466. 


INTEGRALE OBTENUE A L AIDE D UNE EQUATION 
DIFFERENTIELLE. 


477. Un autre procédé consiste 4 former, entre l’inté- 
grale proposée et l'une des indéterminées qu'elle ren- 
ferme, une équation différentielle qu'on puisse intégrer. 
Soit, par exemple, — 


[2] 
w= f e*"cos2axrdr, 
0 


. 


On a 


du ai ° 
= ~{ sin2azr.e-* 2xdxr =| sin2ar,de—**, 
& 0 0 


En intégrant par parties et en observant que sin 2@ xe—** 
est nulle aux deux limites, on aura 


du = — [ Peosaae.2ade, 
da o 
c’cst-a-dire 
du gan, ou Wt sada; 
da u ? 
d’ou 
u—=Cc_ 


Pour déterminer C, on fait 2 = 0: alors (474) 


ie] ] _ 
u= | edz = -—-y¥x=C; 
o a 
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donc 


© 
I 2 
f e—* cos2axdzx — 3 e * nr. 
° 


EXERCICES. 
4. Démontrer la formule 


n 1—- 
yn an\e" mn yin gay mt 
f (-%) de = ef =) dz, 


ct en déduire ba premiére de ces intégrales quand m est un nombre 
entier. 


2. Démontrer la formule 


fo etde = njnf_n \*" an (2 at 3x 3n nee 
A  VMile+i a+i\an-+-1 an+i\3n-+31 ? 


cas particulierden=.. . 
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TRENTE-NEUVEEME LECON. 


SUITE DES INTEGRALES DEFINIES. — INTEGRALES 
EULERIENNES. 


Formule fondamentale; applications. — Développements en séries. — 
Des intégrales eulériennes. — Definition. — Propriété des intégrales 
de premiére espéce — Relations entre les intégrales enlériennes. — 
lutégrales multiples qui s’expriment a J’aide des fonctions fr. — Appli- 
cations aux volumes et aux centres de gravité. 


METHODE DE M. CAUCHY. — FORMULE FONDAMENTALE. 


478. Soient z une variable imaginaire, r son module 
et p son argument, en sorte qu'on ait 


2 = r(cosp + ¥—rsinp) = rePv—, 
Soit f(z) une fonction de z qui reste finie et continue, 
ainsi que sa dérivée, pour toute valeur de z dont le mo- 
dule x est inférieur a une certaine limite R. Supposons, 
en outre, qu’en laissant fe module constant et en faisant 
croitre l’angle p d'une maniére continue depuis une 
valeur quelconque @ jusqu’a la valeur 2 + 27, la fonc- 
tion reprenne, pour p = 2 + 27, la valeur qu'elle avait 
pour p =¢. Cette condition, que M. Cauchy omet dans 
ses €noncés, mais qu il suppose dans ses démonstrations, 
n’est pas toujours remplie quand la fonction f(z) a 
plusicurs valeurs différentes pour une méme valeur de z. 
On ne considére ici qu'une des valeurs de f(z) et la va- 
leur correspondante de sa dérivée. | | 
Cela posé, je dis qu'on a la formule 


2% 


' 2+ 2T 
(0 f(o) = { f (2) dp, 
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ou 


a -t 27 
f(o) = — f(rerv—') dp, 
® a 
pour tout module r moindre que R. 
En effet, z étant une fonction de r et de p, si lon dif- 
ferentie f(z), tour a tour par rapport a ret 4 p, on aura 


HE) pays = =f" (2) ev, 
Te aL OG aS NT 


et, par conséquent, 


af(s) td f(z). 
dr V1 dp 





Comme, par hypothése, f’ (z) reste finie et continue pour 
toute valeur de z dont le module est moindre que R, la 
méme propriété appartient aux deux membres de cette 
derniére équation. En les multipliant par dr.dp, et les 
intégrant par rapport a r depuis zéro jusqu’a r, et par 
rapport a p depuis « jJusqu’a a + 27, on a 


[ef dfiz) 1 r= [= = , fap 
or, 
[ Ge a=sre)—so, 


La TT) tp = f(s) =flrorv™), 





et paisque 





On a 


[OTL a — sl rekon ¥—1 | — f(re*V—"). 
x dp 


Mais le second membre est nul par hypothése; par con- 
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séquent 
a+ 2% df ( d f(z) _ 

[+ ry—1 1 dp ap =O 

et 
“4-22 
{ | (A(z) —f(0)] dp = 0; 
donc 
at an ator 

fo) {=f Hl2)ap, 
ou 
(I) fo) = 2 "4 2)ap, 


ce qu il fallait démontrer. 


479. Si f(z) et f(z) restent finies et continues pour 
toutes les valeurs de z dont le module est compris entre 
ret p,en appelant ¢ la valeur de z qui a 9 pour module, 


on aura . 
a--2nr a+ ax 
{ f(s) dp = f f(eyep: 


K-+2e 
ainsi la valeur de [ ‘ f(z) dp est indépendante du 


module r, ce qu’on vérifie en différentiant cette intégrale 


par rapport 4 7 (454). 


480. En faisant « =o dans la formule (I), on aura 


2% 
(1) fo)= sf slrev=)dp, 
. ud oO 
et si l'on y fait « = — amet que l'on change p en —p, 
on aura 
—2T 
f(o) = — f “rena )dp 


4] 


481. En remplagant f(z) par f(x + 2) dans la for- 
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mule (I), on en déduit 


(III) f(x) = = [tle + reeV—) dp, 


car on a f(o) =f (x). Ainsi, une fonction f(z) d’une 
variable x, réelle ou imaginaire, peut étre représentée 
par une intégrale définie, pourvu que f(x + re?¥—) reste 
finie et continue, ainsi: que sa dérivées pour la valeur 
attribuée 4 ret pour toute valeur moindre, et que cette 
fonction reprenne Ja méme valeur quand p augmente 
de an. 


Applications. 


482. Les formules précédentes donnent les valeurs 
d'une classe nombreuse d’intégrales définies. Prenons 


d’abord 





f(t) =— 


Cette fonction et sa dérivée deviennent infinies pour z==1, 
valeur dont le module est ; = 1; mais elles sont finies et 
continues pour toute valeur moindre que 1 attribuée au 
module. On peut donc appliquer la formule (II) qui 
donne, pourr<i1, 
' 2" dp 
an I—z 





(1) i= 


d’ou 


2n _{" mp, 
1— rcosp — ¥— Irsinp. 


_ pon rete 4 V—rrsinp) | 
I— 2rcosp +r P3 


et, en séparant les parties réelles et les imaginaires, 
— d 
2 _(1— rcosp)dp — an, 
I— 2rcosp + 1— 2rcosp+ 7 
sin pp __ sinpdp | 


=o, 
I — 27c0Sp + 1— 2rcosp +7 
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Cette derniére formule est d’ailleurs évidente, puisque 
les éléments de l’intégrale qui correspondent a des valeurs 
de p dont la somme est 27 sont égaux et de signes con- 
traires. 


483. On trouve directement la formule (1) en obser- 
I 





vant que la fonction peut étre développée en une 


I—z 
série convergente quand le module de z est moindre que 
Punité. En effet, dans ce cas, 


I 
a el i 


d’ou résulte la série convergeute 


26 dp 2% 22 az 
{ =[ dp +f adp+ f B?dp -++-.cee 
o0 I—é o Oo /o 


Mais on a 
27 
{ dp = ., 
oO 


et, d'ailleurs, pour tout exposant positif différent de zéro, 


oT am 
f rap =r e"PV—' dp = 0; 
o o 
an 
dp 
——, 
Jo '-2 


484. Faisons dans la formule (II) f(z) = e**. Cette 
fonction, ainsi que sa dérivée, est finie et continue pour 
_ toute valeur de z, et n’a qu'une seule valeur. On a donc, 
quel que soit le module r, 





donc 





2% 
(3 ) i= a earcusp+/—1 arsin Pep, 


2 Oo 


d’ou l’on tire, en faisant ar = bet en séparant les quan- 
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tités réelles d’avec les imaginaires, 


27 
{ e°°9P cos(bsin p) dp == ar, 
o 
(4) _ 
{ cP sin (bsin p) dp — 0. 
Oo 
485. Soit encore 


f(z) =Ni-—z), dot f’(z) = — 





I—e 


La fonction et sa dérivée deviennent infinies pour la 
valeur z =1 dont le module est 1. I faut donc, dans la 
formule (II), supposer r<t. D’ailleurs, en faisantcroitre p 
d'une maniére continue depuis une valeur quelconque a 
jusqu’a la valeur a + 27, la fonction I(t — z) reprendra 
pour p = «-+ 27 Ila valeur qu'elle avait pour p = a. 

En effet, posons 


1— z= p(cosd + /—1sin9): 
p et 6 seront déterminés par les équations 
pcos@=1t—rcosy, psing = —rsinp; 


on en déduit 





pa +1 — 2rcosp + 7’, 


I— 7cosp . —rsinp 
cos§ = — _._ P --» sin@== —-— -—- 
vi — 2rcosp +r? :— arcosp +r? 





On connait donc cosé@ et sin@ en fonction de p. Si l'on 
donne a p une premiere valeur arbitraire a, on a, par ces 
formules,des valeurs de cos@ et de sin auxquelles corres- 
pondent une infinité de valeurs de l’arc 6. Choisissons a 
volonté une de ccs valeurs que nous désignerons par 6. 
En faisant croitre p d'une maniére continue depuis « 
jusqu’a « + 27, les valeurs de cos% et de sin@ varicront 
par degrés insensibles, et reviendront, pour p = @ + an, 
égales a leurs valeurs initiales pour p = a. Par consé- 
quent, l’arc @ varicra aussi d’une maniére continue a 
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partir de sa valeur initiale 6 qui correspond 4 p =a, et 
quand p atteindra la limite supérieure « + 27, 6 sera 
revenu a sa valeur initiale 6, ou bien il en différera d’une 
ou de plusieurs circonférences. 

Mais si l'on suppose r <1, je dis qu’on aura 0= 6 pour 
p==a-+ 2m comme pour p= «a; car la formule 


I— Fcos 
cos § — P 





V1—2rcosp + r? 


fait voir que si l’on a "<1, cos@ reste positif pour toutes 
les valeurs de p. Donc l’extrémité mobile de l’arc varia- 
ble 6, mesuré a partir d’une origine fixe sur un cercle, se 
trouvera loujours dans le premier ou dans le quatriéme 
quart de cercle, et puisque son sinus et son cosinus re- 
prennent pour p = a + 27 leurs valeurs pour p = a, 
are 6 lui-méme reprendra pour p = « + an la valeur 6 
qu'on lui avait assignée pour p = a. 
Ayant posé 
1— 3 = p(cos@ + Y—1 sind) = pe?V—1, 
on a 
I(r — 3) = Ip + 6/—1, 


et la formule ({I) nous donne 


az 
(5) o= f (Ip + 0¥—1) dp, 
oO 
équation ™ ‘revient aux suivantes : 


f Wi — 2rcosp + r?) dp =o, 


— rsinp 
"are tans 7 cosp dp =o. 
— rcosp 


ohVELOPPEMENT DES FONCTIONS. 


486. M. Cauchy a fait servir la formule (I) au déve- 


loppement des fonctions en séries, et il en a déduit les con- 
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ditions sous lesquelles ces développements sont conver- 
gents. Il est arrivé ainsi a ce théoréme remarquable : 


Une fonction F(x) d’une variable x, réelle ou ima- 
ginaire, peut étre développée en série convergente sut- 
vant les puissances entiéres et positives de x, tant que le 
module de x est moindre que celui pour lequella fonction 
ou sa dérivée premiére devient infinie ou discontinue. 


D’aprés ce théoréme, dont la démonstration est 
donnée par M. Laurent dans l’Appendice, les fonc- 
tions 

e*, sinz, e, cos(1— z*), 
et leurs dérivées premiéres, ne cessant jamais d’étre 


finies et continues, seront toujours développables suivant 
les puissances ascendantes de x. Mais les fonctions 


I oY A 


I—z ri — 2 





2 W(r—2), are tange, 


’ et leurs dérivées, cessant d’étre continues quand le module 
de x devient égal a Punité, ne seront développables que 
sice module est moindre que I'unité. Les séries obtenues 
pourront devenir et deviendront en effet divergentes si le 


module de x surpasse l’unité. 
| 


. se >. I ° ° 
- Enfin les fonctions |x, e7, cos = devenant discontinues 


avec leurs dérivées pour x = 0, et par conséquent lorsque 
le module de x est le plus petit possible, elles ne seront 
jamais développables en séries convergentes ordonnées 
suivant les puissances ascendantes de x. 


487. Les dérivées des fonctions que nous venons de 
nommer deviennent infinies et discontinues en méme 
temps que ces functions. S’il en était toujours ainsi, on 
‘pourrait, dans l’énoncé du théoréme général, omettre la 
condition relative a la dérivée premiére; mais on n’a pas, 
a cet égard, une certitude sullisante. 
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DES INTEGRALES EULERLENNES. — DEFINITION. — PROPRIETES 
DE LINTEGRALE DE PREMIERE S£SPECE. 


488. On nomme intégrale eulérienne de premiére es- 
péce et on représente par B (p, q) Vintégrale 


(1) fr — x)f-'dz, 


dans Jaquelle p et g désignent des nombres positifs. On 

verra, comme précédemment (460), que lintégrale (1) 

aurait une valeur infinie si p ou q était négatif ou nul. 
L’intégrale euléerienne de seconde espéce est )’expres- 


sion déja considérée (460, 463) 


r (n) = [reas =|'( x) ae, 


489. L’intégrale de premiére espéce peut se mettre 
sous l'une des deux formes 


rid a 


_ 2 ; 
{- os ay 2 ( sin 6)*?—* (cos 0)4-'d, 
| Oo . 


+y) pra? 





, s e 
en posant x = ——— dans le premier cas, x = sin’@ dans 


le second. 

AMD. L’intégrale de premiére espéce est une fonction 
syinétrique de p ct deg; car si l’on pose xr =1—y, on a 

I 
Bip, q) =| (1 —y)Pmtyt'dy = B( Qs Pp): 
Oo 

On a donc 
(2) B(p, 7) =B(q, Pp). 


491. On peut diminuer d'une unité chacun des expo - 
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sants p et g. Car, en intégrant par parties, on a 


| —7r)t 
f a? (1—a)!—'de=— — +7 2P-"(1—x)I-" (1 — ade 


—_—— xP(1—a) + Be fa —x)I-“"dxe— B fans —x)'—'dz; 
q q q 


donc, en prenant pour limites o et 1, 


(3). B(p +4, =o B (p, q)— 2 B(p+1,9) 


d’ou ° 
7 P 
Bip+1, 7) =—— B(p, q); 
(4) (p+1,q]) p+9 (P, ) 
on aura de mémec 
5) ° B(p, — _/ +7) 
(5) si q+1)= 5 Ble 9) 


RELATIONS ENTRE LES INTEGRALES DE PREMIERE 
ET DE SECONDE ESPECE. 


492. Toute intégrale de premiére espéce peut s’expri- 
mer au moyen de deux intégrales de seconde espéce. 

En effet, si dans l’intégrale I’ (p) on change z en 9’, 
on aura 


oc 
r (Pp) —_= af e~7*y?P—'dy, 
0 
On aura aussi 
fo 8) 
r(q)= 2 f eI" dx 
r¢] 
donc 
fo #] co 
ctevrdaa ff emreryi eds 
(0) 0 
Le second membre représente le volume compris entre 
la surface qui a pour équation 
z—= e-**—y' xin! yr 


et les plans coordounés; en prenant des coordonnées 
Stvam. — 4n., Il. 3 
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polaires 7 et €, ce volume sera encore représenté par 
x 
2 


oc 
af (sin 6)??—' (cos6)4%—'d0 x af em" pp+q—! dy, 
0 , 


0 


Or, le premier facteur est égal 4 B(p, g) (489), et le 
second a I (p+ q); on a donc 


r(p)l(7)=B(p, 9)T (p+ 9), 
d’ou 


(1) B( p,q) = PIE), 


i (p+ @) | 
493. Si dans le premier membre de l’équation précé- 


. dé 
dente on pose x = —» on aura 
a 





, ure! (a — a)" du __ r(p) r(q). 


ap) at as (pq)! 
d’ou 
* _ _, © (p)T(q) 
p—' — a\t—' du — aPtq—' —L4 S" 
(2) f uP—'(a — tt) ua F(p+kq) 


INTEGRALES MULTIPLES QUI S EXPRIMENT A L’'AIDE 
pEs FonctTions I’. 


494. La formule (2) est un cas particulier d’une for- 
mule plus générale au moyen de laquelle on exprime par 
des fonctions I’ l’intégrale multiple 


ff [araritian enya. Pdedydenn 


étendue a toutes les valeurs positives de x, y, Z,..., qui 
satisfout a linégalité 
e+yt2zt+...<a. 
En effet, soit, pour fixer les idées, l’intégrale triple 


a—x—y 


a a- -x . 
A= f al dx [ yidy f 2! (a—arz—y-—2)"'da, 
0 vu oO 
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Yintégre d’abord par rapport 4 z, et j'ai pour résultat 
rfrjr(s) 


(2 —2—y)y r(ir-+s) 


Multiplions par )7~'dy et intégrons par rapport a y 
depuis y = o jusqu’a y = a— Xx, nous aurons 
al(a)r(r+s) P(r) P(s) 
(a ee (gers) Pires)’ 


ou 
P(g) P(r) E(s) 


(a —_ ae)itrte—t — r(q we 5) 


Enfin, multiplions par z?~‘dzx et intégrons de x =o 
4 x =a, il vient 
r(p)V(g) P(r) C(s) 


— aprytrrs—t 
(1) A=a T(p+tq+trt+s) 


‘Si dans cette formule on fait s=1, @=1, on aura 


CC p-rcantert _T(p)P(q) P(r) 
fff yt 2 drdyds = Pipbo+r+i)’ 


Pintégrale étant prise pour toutes les valeurs positives 
de x,y, z qui satisfont a Pinégalité : 





e+ytz<ci. 


495. De 1a on déduit la valeur de Pintégrale 


p= | { [arigria'dedyde, 


étendue a toutes les valeurs positives de x, y, z pour les- 


quelles la somme (=)"+ (Z)*+ (=) ’ est inférieure 


ou au plus égale 41. Car en posant 


(Z)"=# (5)'=» (A's 


Pintégrale cherchée devient 


aP bic" tat ao? to 2 
apy Sift a. bande, 
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avec la condition — -+-1+%< 1. Done 


(2) arone *(E)F(8) (5). 
| . “7 r(b+%4241) 
7 


@ 
APPLICATIONS A LA RECHERCHE DES VOLUMES 
ET DES CENTRES DE GRAVITE. 


496. La formule (2) permet d’obtenir le volume compris 
entre les plans coordonnés et la surface dont I’équation est 


y=(8)=0= 


Par exemple, en faisant ¢e = 6 =y=2,p=q=r=t, 
Pintégrale désignée par B (495) représentera le volume V 
- du 8° de l'ellipsoide dont les axes sont 2a, 24, ac. On 
aura donc 


mais (461) 


d’ailleurs (492, 474) 


Tr () — a [tar = Vind 


xabe 


5 


donc 
Vv= 





497. Si l’on demande les coordonndées x1, 7;, 2, du 
centre de gravité de ce volume, il faudra prendre !a formule 


va= [[ [adedyas, 








TRENTE-NEUVIEME LEGON. 37 
et l’on aura, en faisante =6 —=y=2,p=2,g>r=1, 


Vz,= a’ be POLE) carte. 


8 r (3) _ 





16 
d’ou 


a, a. 


8 


On trouverait de la méme maniére 7, 


EXERCICES. 


4. Démontrer la relation 
r() (a) F(a) (A) =n) 

n n n n 

n désignant un nombre entier et positif. 








9 ‘oet(1— yet I P(a)T(b) 
" 9 | (fe t+ hie ~ h(i +h)e T(a+ b) 
tole T 
3. d. =-It 
0 Yi—z * 2 


4. fre (*+5) 4, ve 
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QUARANTIEME LECON. 


INTEGRATION DES DIFFERENTIELLES TOTALES 
ET DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES. 


Condition d’intégrabilité et intégration dans le cas de deux variables. — 
Extension au cas d’un nombre quelconque de variables. — Equations 
différentielles. — Definitions. — Equatiuns du premier ordre. — Sépa- 
ration des variables. — Equations homogénes. — Equations rendues 
homogénes 





CONDITION D INTEGRABILITE DES FONCTIONS DE DEUX 
VARIABLES. 


498. Intégrer une expression différentielle de la forme 
Mdx + Ndy + Pdz..., c'est chercher une fonction 
de x, y, z..., dont cette expression soit la différen- 
tielle totale. 

Une différentielle relative a une seule variable a tou- 
jours une intégrale (I, 320); il n’en est pas toujours 
ainsi d’une fonction différentielle de plusieurs variables, 
et certaines conditions doivent étre remplies pour qu'une 
telle expression soit la différenticlle totale d’une fonction. 
En effet, siu=f (2,7), ona 





du du 
et 

ate gt 

dx dy _ 

ay ak? 


ed 


donc, si Mdx + Nady représente la différentielle totale 
de la fonction uw, on aura 


du ; du 
M=-~ =F 
et 
dM dN 
H) dy de’ 
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L’expression Mdx +- Ndy ne pourra donc étre intégrée 
si cette relation n’a pas lieu. 


499. Si la condition (1) est remplie, Mdx+-N dy sera 
la différentielle totale d’une fonction u. En d'autres 
termes, il existera une fonction u telle que l'on ait 


du du 

dx” dy 

En effet, cherchons une fonction u telle que I’on ait 
(x) , du = Mdzx + Ndr. 


La fonction cherchée, devant avoir Mdx pour différen- 
tielle par rapport a x, sera égale a Vintégrale de Mdx 
augmentée d’une quantité 9(y) indépendante de ry mais 
fonction de y; u sera donc de la forme 


us = [Maz + (7) =0 + 917) 


en posant v= fM dx. 


. ,. . e du _ 
Il reste a déterminer 9(y) de maniére que dy = N. 


Or, on a 
du __ cv + do 
dy dy ay 
d’ou 
de _y_@. 
dy dy 


d . ,; 
On voit par la que N — — ne doit pas contenir x. 
ay . 


On aura donc 


ou 


de de ay ay 
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On retrouve ainsi la condition 


dN dM 
dz dy 
Si cette condition est remplie, on aura . 


# (7) y= f (n—<) dy, 
et, par suite, 


(2) w= [ude + f (N—) ay. 


EXEMPLE: 


(Eas les]+ 
na: 





dM soaaye dN 
dy (z—y) dz’ 
yx’ 
Mdz + 9(y) =le+ =— + (7); 
z—yJ 
du dv dg —axy—y* do x r 
Wn dy) dy ley fd ley) 
dy dy dy (e—yyY . dy (t#—yP 
d¢9 I 
— —_-I|_— = =y—] C; 
dy I yx ? Jy + | 
r—-y SF 


EXTENSION AU CAS DE PLUSIEURS VARIABLES. 


500. Soit 
Mdz + Ndy + Pdz=du, 


c’est-a-dire | 
du du du 
on aura . 
du du du du du du 
Te d dy d a d 7 | d dy d 7 


‘dy dz de dz’ da dy 
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ou bien 
i dM dN dM _dP dN_ dP 
(11) dy de? dede’ dnd 


Telles sont les conditions nécessaires pour que la formule 
proposée soit intégrable. 


501. Réciproquement, si ces conditions sont remplies, 
la formule proposée est intégrable. En effet, cherchons 
une fonction u telle que 


(1) du —= Mdz + Ndy + Pds. 


Puisque la différentielle de u, par rapport a x, doit etre 
M dz, on aura 


w= [Made + 97,2) = 0+ 97, 2), 


en posant v= | Mdz, 


Maintenant il faudra que 1’on ait 


du du 
dy =N, a? 
c’est-a-dire 
dv dy dv do 
ata ata” 
ou bien 
do_ ny @, Fe9_p_ @, 
dy dy dz dz 


dg ‘ 
Or, 7 i et —- ne doivent contenir que y et 2, par hy- 


pothése; donc on aura 


ou 





(2) 0 dz ay dx ds 
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En outre, la fonction 9 doit satisfaire a la condition 








awe 4 
dy dz. 
dz dy ’ 


on aura donc 





ou 
(3) 


Si Jes trois conditions (2) et (3) sont remplies, il exis. 
tera (499) une-fonction 9 dey et de z telle, que 


dv ; de\. 
— — — — — |da: 
“9 (n ra a +(P i) » 


et ]’on aura 
“#=¢eo-+ 9. 


502. La méthode précédente s’étend 4 un nombre quel- 


. , », n(n —t 
conque de variables. En général, eel est le nombre 


des conditions nécessaires et suffisantes pour l'intégra- 
bilité d’une formule, 7 étant le nombre des variables. 


EQUATIONS DIFFERENTIELLES. — DEFINITIONS. 


503. On nomme equation difféerentielle dun" ordre 
une relation entre une variable, une fonction de cette 
variable, et les dérivées ou différentielles de divers ordres 
de cette fonction jusqu’au 7** ordre inclusivement. 

Une équation différentielle du premier ordre a deux 
variables sera donc de la forme 


, dy\ __ 
EK (= | = 0. 


, . dy 
En la résolvant par rapport a 7,” on aura une ou plu- 
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sieurs équations de la forme 


d 
= (z,y), ou Mdzx+Ndy—o . 


M et N étant des fonctions connues de x et dey. 


INTEGRATION DES EQUATIONS DU PREMIER ORDRE. — 
SEPARATION DES VARIABLES. 


504. L’intégrations’effectue immédiatement quand les 
variables peuvent étre séparées, c’est-a-dire quand il est 
pcssible de mettre ]’équation sous la forme 


9 (x) dx => (7) dy; 
on aura 


folzlae= fy (y).dy +C. 


C'est ce qui arrive si |’équation est de la forme 
dy 
de te) YH) 8 

on sépare les variables en écrivant 


dy 
ax = -—-————e 
: #(7) ¥(y) 
505. Exempues : 


1° a"dx + y"dy =0, 


cnr x"! 
+ 
m+ R-+1 


— 
— 








2° | ady =(y + a)dz; 


cette équation revient a 





On en déduit 
Iy+a)=C—', 
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ou 
. Jt+ase ~ 3, 
3° ay dx =(a— x)(y — 6) dy, 
d’ou . 
xy—b xis 
yx — ae 
On en tire 


y’ (a — z)-* = Ce™, 


EQUATIONS HOMOGENES. 


506. On peut encore séparer les variables lorsque 
l’équation 
(1) Mdz + Ndy =o : 
est homogéne, c’est-a-dire quand M et N sont des fonc- 


tions homogénes et du méme degré des variables x et y. 
On a, dans ce cas, m étant le degré de Phomogépéiteé, 


waer(t) se) 


L’équation différentielle, divisée par x=, devient donc 


(2) o(Z)ar+4(2 1) ay =o. 


Si l’on pose 


° “2, dot dy =adz + zdz, 


I’équation (2) deviendra, endivisant par x[9(z)-+2)(2)]: 


da b(z)\dz | 
(3) = e@)tebe) ” 


le +f ta (2) : arc =. 


d’ou 
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507. Exempies. — 1° 


(1) ady —yde= dry x+y’. 


Cette équation est homogéne et du premier degré. En 
appliquant la méthode précédente, on la raméne d’a- 
‘bord a 





dx dz 
co Vi+2 


ou 


ce qui donne, en remplacant z par=, et en faisant dispa- 
raitre le radical, 
(2) z— acy +c. ) 


On parvient 4 l’équation différentielle (1) quand on ré- 

Fig. 106, sout ce probléme : Trouver une 
courbe MNP telle, gue le rayon 
vecteur OM soit égal au seg- 
ment OT compris entre lori- 
gine et le point ot la tangente 
MT rencontre l'axe des y. D’a- 
prés l’équatién (2), cette pro- 
priété appartient A toutes les 
paraboles qui ont pour axe la 


droite Oy et pour foyer le point O. 





2° ardz + ydy — anydz. 
On trouve 


zdz 
le + —__—_———. = (, 
I1— 272 + 3? 
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ou 

1 ndz 
] _ — 2 ——_____—. —C€ 
a aM (rt ans ot) +f ; one as 


Quand m =1, on arrive 4 |’équation intégrale | 


(2—y)ez-7 =. . 


° —Y. 
3 frde=2 


En différentiant, on a 


yde = Sysgy — Ter, 


équation homogéne dont ]’intégrale est 
(2?— 2y?)? = Cr’. 
4° (mz + ay) dz + (px + qy) dy =o. 


On a 
(p + 92) dz 


la+- | ————————— = 
m+ (n+ p)z + q2 


et l’intégration peut toujours s achever. 


EQUATIONS QUE LON PEUT RENDRE BOMOGENES. 


508. On peut quelquefois rendre homogéne une équa- 
tion qui ne présente pas ce caractére. C'est ce qui arrive 
pour |’équation | 
(1) (a + mx + ny) dx + (6+ pe+qy)dy =o. 

En posant | 
aoz2+a yoy't+6, 
ona 


(a+ ma +76 + m2'+ ny')\dx'+-(b + p2t+q6+pr'+qr)dy’. 


Il suffira, pour rendre cette équation homogéne, de 


poser 


at+ma+n6—o0, 
b+ pat q6—0; 
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d’ou |’on tire 
_ bn—aq g — — bm 
 mq—nup Mg — up 
et il restera )’équation 
(2) (ma! +- ny') dx! + (px'+ qy')dy'=0. 
509. Cette transformation estimpossible si mg—np==o. 


6 


n 5 e e 
Dans ce cas, on a g = = et Péquation (1) devient 


m(a-+ mz + ny) dx +-[mb + (mz + ny) p)dy =o. 


On pose 
mr + ny —zZ, 
d’ou 
dy = dz me 
il en résulte 
dz — mdz _ 


m (a+ 2) dx + (bm +- ps) ————— =0 


n 
et . 
br 
(3) mac om Pt)de 
bm —an+(p—n)z 


équation ou les variables sont séparées. 

Si, en méme temps que mq — np == 0, on a g =0, 
il faut que 7 ou p = 0, et les variables se séparent immé- 
diatement. 


310. L’équation (1) peut encore s’intégrer en posant 


atmz+ny=—u, b+ prt ygy=o; 
d’ou 
mdx +-ndy = du, pdx + qdy -= de. 
Les valeurs de x, y, dx, dy, tirées de ces équations et 


substituées dans la proposée, conduisent a une équation 
homogéne en u et y. 
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EXERCICES. 


1. Intégrer Péquation différentielle 


‘§— 5ary 


2 2 al _ 
(2°+ y*) dz + zy dy =0. 


SOLUTION : 


x (y— x) [2x VB = 921g 
(y?— 32y — 2x’) ay —(¥13+3) a. | = Nee 


2. (3y’?2+a2*)dxr+yidy =o. 
SOLUTION : 
P+eavr=CY2'+y'. 
2 
3. ' aydy —y?dx=(r+y)?e *dz. 


SOLUTION : 
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SUITE DE L'INTEGRATION DES EQUATIONS DU PREMIER 
ORDRE. 


Equations linéaires. — Equations qui se raménent aux équations linéaires, 
— Probléme de de Beaune. — Probléme des trajectoires. — Equations 
du premier ordre et d’un degré quelconque. — Cas ot: l'équation ne 
renferme pas explicitement les variables, ou l’une des variables. — Cas 
ot l’équation peut étre résolue par rapport a l’une des variables 





EQUATIONS LINEAIRES. 
541. On appelle equation linéaire du premier ordre 


une équation de la forme 


d 
(1) + Py =Q, 


dans laquelle P et Q désignent des fonctions de x. Pour 
lintégrer, on pose 


xy Uz; 
d’ot l’on tire 
dz du 
(2) u4(E+Pu)e=e 


On peut prendre 4 volonté un des facteurs de y : en 


posant 
du 
(3) de + Pu— O, 


l'équation (2) se réduit a 


dz 
(4) “47 =Q 
L’équation (3) donne 
d 
— = — Pdr, dot lu=— [Pdzy ou u=e-—SPds, 


Stvam.— 42., Il. 4 °. 
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On n’ajoute pas de constante 4 cette intégrale, parce 
qu'il suffit qu'une valeur particuliére de u satisfasse a 
Péquation (3). 
En remplacgant « par e~J?4* dans |’équation (4), on 
aura 
dz 


x — =QesPé, dod r= [QeiPHde +6, 


et, par conséquent, — 
xe Pds ( [erreae + c). 
- 842. Exempces. 


1° dy = 2, 


ye fe ( [reneds + c); 


y = Ce 4 oo — 32'+ 62 — 6. 


ou 


d 
2° (1+ at) 2 — ay =a. 


Ici 


—— —_— — {= 2» 
P= —) fear = {= lyi+e23 





donc 
ra : 
—_—— dr 
ym V1 +2? ae +e . 
Mai | (1+ 2)’ 
ais 
adr ' ax 
———— = = + C; 
(path Vite 
donc 


ymart+Cyi+e2'. 


EQUATIONS QUI SE RAMENENT AUX EQUATIONS LINEAIRES, 


013. On raméne aux équations linéaires les équations 


de Ja forme 


° dy 
dx + Py = Qy* ? 
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ou : 
a _—— 
3 Ie + Pr = Q. 


_ =f, d’ou y* dy = dz, on 





En effet, si l'on pose - 


we . a oe 
aura | équation linéaire 


d: 
= +(1—2)Pz=Q 
514. On peut encore opérer directement sur I’équation 
proposée comme on I’a fait au n° 541. En posant y = uz, 


on aura 


dz du 
ue +0 (F + Pu) = Que, 


équation qui se partage en deux : 


du dz 
__ — — — n—t zn. 
Tn + Pu 0, Te Qu™'z 


On en tire 
dz 


zi" = (1 — n)( [Qecmrreea + c) ’ 
etenfin — 


yor (1 _— n) e(4—U)S Pds (_f qermsvPeae + c) ° 
$15. On peut obtenir l’intégrale générale de l’équation 


dy 
1 —+Py=—Qy'+R 
quand on en connait une intégrale particuliére. Soit u 
une fonction qui satisfasse 4 cette équalion sans renfer- 
mer de constante arbitraire. Posons y = u + 2, il vient 


dus dz 
at ie t Pu + Pz— Qu?+ 2Quz + Q27+R; 
hs 
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mais on a, por hypothése, | " 
du 


dz + Pu=Qu+ R;5 


l'équation (1) se réduit donc a 


dz ; 
(2) jz 1 (P — 2Quje=Qz 
_qu’on sait intégrer (513). 
Par exemple, |’équation 
dy 


ae tT PY H=Qr? +1 + Pr — Q2? 


est satisfaite par y = 2, et se raméne 4 ]’équation 


< + (P — 2Qz)z = Qz2’. 


Si I'équation renfermait une puissance de y supérieure 
a y*, la méme substitution ferait disparaitre R, mais elle 
introduirait de nouvelles puissances de z. 


PROBLEME DE DE BEAUNE. 


516. Trouver une courbe telle, que la sous-tangente 
soit a l’ordonnée comme une ligne constante est a la 
difference entre l’ordonnee et l’abscisse. 


L’équation différentielle de la courbe est 
ou 


équation linéaire et du premier ordre. En appliquant la 
formule du n° 511, on trouve pour intégrale 


yortasCel), 
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Cette équation se simplifie quand on prend pour axe 
Fig. 107. des x’ la droite qui a pour équa- 
tion 
Jumr-+a, 


enconservantle méme axedes y ; 
les formules de transformation 
sont dans ce cas 





a' 


Va. 


yy 4 ca 
a 
et I'équation de la courbe devient 


x 


y= CeeV2, 


PROBLEME DES TRAJECTOIRES. - 


517. Trouver une courbe qui coupe sous un angle 
donné toutes les courbes renfermées dans l’équation 
(1) F(z, y,a)=0, 

a élant un paramétre variable. 

Fig. 108. Soient x et y les coordonnées 
du point M commun 4 l'une des 
courbes AB et 4a la trajectoire 
CD, m la tangente de langle 
donné, enfin T’ et T les angles 
que les tangentes 4 la courbe AB 
etala trajectoire au point (z, y) 
font avec l’axe des x; on a 





__ tangT — tangT’ 
~ 1 tang T tangT’ 
Mais 


d 
tangT = a ting T’ =— 


SS] el5 
1g? 
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done 
dF dF 
dydz \ dy dz 
i” i— de dF = dz + dF’ 
dy dy 
ou encore 
dF dFdy\ dF dFdy 
(2) dy dxdx}” dx ° dy dx 


L’élimination de a entre les équations (1) et (2) donnera 
l’équation différentielle du lieu. 


518. Soit, par exemple, 


x" = axe, 
On aura 
» “r'\ dy 
a—! p-! p—t n—t —o. 
m (ny + apr dz, + apx ny an oO 


Si l'on élimine a, aprés axoir multiplié la derniére équa- 
‘ 7 ap q 
tion par x, on aura, en divisant par y"~"', 


m nz + py © —ns D+ py =0 
dx ar , 


ou 


dy 
(mpy — nx) ap tne + py =0, 


équation homogéne que I’on sait intégrer. 

En particulier, si l'on suppose n = p =1, c’est-a-dire 
si l'on demande les trajectoires des droites représentées 
par Péquation 

yma, 
léquation dilférentielle sera 
m(adxz+ ydy) + ydx —ady = 03 
divisée par «?+ y* et intégrée, elle donne 


tL 
2 


mi(2?+ 77)? = are tang ~ +(C, 
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et, en prenant des coordonnées polaires, 


6+C 6 
mir==0+C, ou r=e”™ =ce™. 





Donc Jes courbes qui coupent sous Je méme angle toutes 
_ Jes droites menées par l’origine sont des spirales logarith- 
miques semblables, ayant cette origine pour point asymp- - 
totique. 


519. Le probléme des trajectoires se simplifie quand 
Pangle donné est droit. Dans ce cas, Jes trajectoires cont 
dites orthogonales, et !’équation différenticlle résulte de 
élimination de a entre les deux équations 

dF aF 
F(z, 7, a)=0, mu dy (=o 


. 
: 


Ainsi, dans l’exemple du n° 548, i] faut éliminer a 
entre les équations 


l 
y* = axP, ny*'+- paxP' mA =0, 


ce qui donne I’équation 
dy 


dont lintégrale est 
nzi-+ py? —C. 


Suivant que 7 et p seront de méme signe ou de signes 
contraires, cette équation représentera une infinité d’el- 
lipses ou d’hyperboles semblables et concentriques. 

Si lon se proposait de chercher les trajectoires ortho- 
gonales des courbes données par }’équation 


nz? +. py? = C, 
on devrait évidemment retrouver Péquation 
y"=axP 


dans laquelle a est une constante arbitraire. 
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EQUATION DU PREMIER ORDRE ET D'UN DEGRE QUELCONQUE. 
— CAS OU L EQUATION NE CONTIENT PAS EXPLICITEMENT 


“LET Y. 
520. Soit 
| F («, YX *) =0, 
ou, en posant a =p, 


F(x, 7, p)==0 
une équation différentielle du premier ordre et d’un degré 


quelconque par rapport a oe S’il est possible de la ré- 


a d s , 
soudre par rapport a ~, on aura une ou plusieurs équa- 
x 


d. 
tions du premier degré que ]’on tachera d’intégrer. 


521. Si ]’équation se réduit a 
F (p) — 0, 


et qu'on puisse la résoudre par rapport 4 p, on aura plu- 
sieurs valeurs de p: 


p—2, p=, Pp 2",..33 
de 1a les solutions 


y¥mar+C, yowet+,..., 


- 


? 


comprises dans ]’équation unique 
(y—ax—C)(y—ale —C) (y — a2 —C")... =o. 


On ne diminue pas la généralité de cette intégrale en 
admettant que la méme constante arbitraire C entre dans 
tous les facteurs; I’équation précédente peut alors s’écrire 


y—C y—C — 
(28 _2) (2582) 1 


; 


& 








ou bien 
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résultat qu’on obtiendrait encore en éliminant @ entre les 
équations 
; F(a)=0, yoart+C. 


EXempLe. 
on aura 
(a) -#=0 
d’ou 


EQUATIONS QUI NE RENFERMENT PAS L UNE DES VARIABLES. 


599. Supposons maintenant que ]’équation différen- 
tielle ne renferme pas y et qu’elle soit dela forme 


ay 
F (Z =) —odO. 


e b YY d e 
Si l’on peut la résoudre par rapport a = et en tirer 


Pa 
“e =f (2), 


on aura y = f Sf (x) dx, et le probléme sera ramené a 


une quadrature. 


EXEemMPpLEs. 
° dy\? 
On en tire 
dy — 
dz Vaz, 


ou 


(y—C 1 Fao. 
9 
dy* dy _ 
2° qi (9 +2) 7 ae So. 
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On déduit de cette équation 


dy dy 
dr -= a, dx —d, 
d’ot les deux solutions 
2 
y—ar+t+, y=T+e. 


§23. Si Péquation ne peut pas étre résolue par rapport 
a, p mais qu’on Ja puisse résoudre par rapport 4 x, on 
aura 


(1) z—f(p), 
d’ot 
dy — pdx = p.df(p), 
y=] p.df(p)+eC, 
ou. 


(2) ¥ =PS (Pp) — [ F(p) dp + C; 


on aura lintégrale en éliminant p entre les équations (1) 
et (2). 

524. Si Véquation différentielle ne contient pas x et 
qu’on puisse Ja résoudre par rapport 4 7, on aura 


yo ne OF Pp) _ Fp) ap 
yf \(p), de= a i 
d’ou 


= LP) g C 
=f LP a +e 


CAS OU L'EQUATION PEUT ETRE RESOLUE PAR RAPPORT 
A L'UNE DES VARIABLES. 


520. Si léquation contient x, 7 et p, et qu'elle puisse 
se résoudre par rapport a l’ane des variables, y par exem- 
ple, en sorte que l’on ait. 


J =f (x, P)s 
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on aura 


df df 
dy, ou pdax= as dx +- dp dp. 


cd 


Si l'on peut intégrer cette équation, qui est du premier 
ordre et du premier degré, la relation cherchée s obtien- 
dra en éliminant p entre I’équation intégrale et l’équa- 
tion y = f (x, p). 


526. Prenons pour exemple l’équation 


(1) y=«f(p)+e¢(p), 


qui ne renferme z et y qu’au premier degré. On a 
pdx = xf'(p)dp +f \(p) de + 9'(p) dp, 


de file) alr) 
dp — S\P)—P S(P)— P 
équation qui donne (5114) 


_. ri=| f. ¢'(p) fApe 
=— — (P)—P tT (PIP dp+C 

2) &£= ée e e 
(>) S\p)—P . 

En éliminant p entre les équations (1) et (2), on aura 
Pintégrale demandée. Ordinairement cette élimination 
n'est pas praticable, parce que ]’équation (2) contient des 
fonctions transcendantes de p; mais alors, en donnant a p 
une suite de valeurs arbitraires, les équations (1) et (a) 
détermineront les valeurs correspondantes de x cl y. 


ou 


527. Quand f(p) = p, l’équation (2) est illusoire. 
Mais alors ]’équation (1) devient I’équation de Clairaut, 
(2) 3 y=pr+a(p), . 
et en différentiant par rapport a x, on aura 

pdx = pdx + xdp + o’(p) dpy 
d’ou . 
dp(z + 9'(p)|=o. 


Cette équation peut étre satisfaite de deux maniéres : 
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1° en posant 
dp=o, dot p=C, 


et, en substituant celte valeur de p dans (a), 


(B) y = Cr+ 9(C); 

2° en posant 

(y) z+ ¢(p) = 0; 

on en déduira pour p une valeur f(x) et l'on aura 
(¢) y =F (x) + e[F(z)), 


relation qui ne contient aucune constante arbitraire et 
qui ne peut ¢tre déduite de ]'intégrale générale en don- 
nant a la constante une valeur particuliére. 

C’est ce qu’on nomme une Solution singuliére. 


528. Les droites représentées par l’intégrale 
xy = Cr+ 9(C) 
sont tangentes a la courbe (¢). En effet, si lon prend sur 


la courbe un point (zx, vy) correspondant a une valeur ar- 
bitraire de p, on a, en différentiant l’équation (6), 


Donc, en donnant a p une valeur quelconque C, on a 
pour ce point de la courbe y = Cx + 9(C) et a = C. 


Donc, !a tangente en ce point est la droite qui a pour 


équation y = Cx + 9(C). 


529. Nous avons dit que la seconde solution ne pou- 
vait étre déduite de l'intégrale générale en donnant a 
la constante une valeur particuliére. Cela suppose que 
g'(p) n'est pas constant. Si 9’ (p) était égal a une con- 
stante 5, on aurait ’ 

z+6b=—0, 


solution comprise dans l’intégrale générale en y faisant 
C=o et ee) = b, 
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O1 
EXERCICES. 
dy 
4. lat —) x. 


SOLUTION : 
x = Ce’ — 2’ — 4x’ — 3.4.27 — 2.3.42 — 1.2.3.4. 


2. Trouver les trajectoires orthogonales des cercles inscrits dans 


un angle droit. Trouver asymptote sans intégrer. Prouver que les 
traectoires sont des courbes semblables. 


3 

3. yousrt+2 a + dy ° 

Sotution : Equation qui résulte de l’élimination de p entre les 
équations 


yYoU+ap+p', c=ap+ flog(p—t)+C, 
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SUITE DES EQUATIONS DU PREMIER ORDRE. 


Existence de l'intégrale d'une équation differentielle du premier ordre. — 
Existence d'un facteur propre a rendre intégrable le premier membre 
de l'équation. — Détermination de ce facteur. 


TOUTE EQUATION DIFFERENTIELLE DU PREMIER ORDRE 
ADMET UNE INTEGRALE. 


$30. Toute equation différentielle du premier ordre 


oy =f(z,y), ou Mdzr-+Ndy=o 

admet une intégrale contenant une constante arbitraire, 
c’est-a-dire qu'il existe toujours une équation contenant 
2%, y et une constante arbitraire telle, qu’en la différen- 
tiant et éliminant la constante, on retrouve 1’équation 
proposée. 

En effet, l’intégration de Il’équation proposée consiste a 
trouver une fonction de x, désignée par y, telle, que sa dé- 
rivée soit égalea f(x,y), ou encore, qu’en donnant a z 
Vaccroissement infiniment petit dz, l’accroissement cor- 
respondant dy puisse étreregardé comme égala f(z, y) dt. 
Puisque l'équation différentielle dy = f(x, y) dx ne 
détermine que |'accroissement de 7, on peut se donner 
arbitrairement la valeur de y pour une valcur particu- 
liére de x. Sil’on prend y = 5 pour x =a, f(a, b)h 
sera |’accroissement infiniment petit de y lorsque x pas- 
sera de la valeura aune valeur infiniment voisine a + h, 
De méme, si l’on pose 


ath=a et b'=b+ f(a, b)h,” 


f(a’, b')h sera l’accroissement de y lorsque x passera 
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a 


de a’ a a'+-h. En continuant ainsi a faire croitre x 
par degrés insensibles jusqu’a une valeur quelconque, 
_ Péquation différentielle déterminera les accroissements 
successifs de y, de sorte que la valeur de y correspondant 
a chaque valeur de x sera complétement déterminée. Par 
conséquent y sera une certaine fonction de x, et cette 
fonction dépendra nécessairement de la constante arbi- 
traire 6; ce qu'il fallait démontrer. 


IL EXISTE UN FACTEUR PROPRE A RENDRE DIFFERENTIELLE 
EXACTE LE PREMIER MEMBRE D UNE EQUATION DU PREMIER 
ORDRE. 


531. On vient de démontrer que |’équation ditféren- 
tielle . 
(1) Mdz + Ndy =o 

admet toujours une intégrale contenant une constante 
arbitraire C. Cette équation intégrale, résolue par rapport 
a C, prendra la forme 

(2) 7 u—C, 

u étant une fonction de x et y qui ne renferme pas C. On 
tire de l’équation (2) 


du 
du >. ay dr 
qzpte t+ 7 y=, doi de ~~ Wa’ 
dy 
’ . dy M . . 
Or, I’équation (1) donne — = — —- On doit donc avoir 
dx N 
te 
dz M 
(3) du N 
dy 


Cette équation doit étre identique, car s’il en était au- 
trement, elle établirait entre les variables une relation 
en vertu de laquelle y serait une fonction de x sans con- 
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du du 
stante arbitraire, puisque M, N, da’ dy nen contiennent 
pas. Or, a cause de |’équation u=C, y doit dépendre de x 
et de la constante C. 


L’identité (3) peut étre mise sous la forme 


dus du 
dx _& _» 
M” N° 


en désignant par » chacun de ces quotients. On tire de 1a 


du du 
— — Me 


donc ; 
du =e (Mdzx+Ndy). 


Ainsi, tl existe toujours un facteur v, fonction de x 
et de y, propre 4 rendre le premier membre de l’équa- 
tion une différentielle exacte. 

Quand on saura trouver ce facteur et l‘intégrale u de 
la différentielle totale v (Max + Ndy), u=C sera I’in- 
tégrale de ]’équation (1). 

532. Il existe une infinité de facteurs propres 4 rendre 
le premier membre de Uéquation (1) une différentielle 
exacte. En effet, si nous multiplions les deux membres 
de l’équation 

»(Mdx + Ndy) =du 
par une fonction quelconque de u, o(u), il vient 
v9(u) (Mdx 4- Ndy) = 9(u)du=dfq(u) du. 


Ainsi, vg(u) (Mdx + Ndy) est encore une différentielle 
exacte, et le facteur vo (u) jouit de la méme propriété que 
le facteur v. 

Exempie. xdy — ydx = o. Cette équation donne 
7, => don y=Cez, ou 2 =C=u. 


Le facteur, v, le plus simple qui rend x dy — y dz une dif- 
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férentiellle exacte est donc = Tout autre facteur, v9(w), 
est de la forme =? (z ). 

Ainsi 9 (u) = — donne le facteur — et 

; u LY 


dy _ dx 


= dz. 
y x x 


o(u)= —> donne le facteur — 





1 et 
+ y? 


Jy 


wdy —ydr _ darc tang 


x2 +- y? 


533. Réciproquement tout facteur V propre & ren- 
dre Mdx + Ndy une différentielle exacte est de la 
forme vo(u). En effet, soit 


V(Mdzr+Ndy)=dU: 


ona 
o(Mdz+Ndy) = du; 
donc 
V 
(1) dU = — du. 


Soit u= f(z, 7). Si l’on tire de cette équation la va- 
leur de y en fonction de u et de x, et qu'on la porte dans 
la valeur de U, on aura 


AY ay 4 FH ae: 


U=(4u, 2), dU= 7) dz 


cette expression de la différentielle totale dU doit étre 
dy 


identique a sa valeur (1); or cela exige que | soit nul, 


et que la fonction 4, indépendante de x, soit une simple 
° e . ye , d 
fonction de a; il en sera de méme pour sa dérivée x, 
qui est égale a V, 
¢v 


534. D’une maniére générale, u, U, g étant des fonc- 
tions d'un nombre quelconque de variables, si Vona 


Srcam. — 4n., Il. y) 
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dU = qdu, on aura U=9(u); car en éliminant une 
de ces variables, x par exemple, on pourrait écrire 


U=(u, y, Z...). 
Or, dU ne peut se réduire identiquement a gdu que 
si 4 est indépendant de y, 3,... et se réduil a une 
fonction de wu. 
535. Si deux facteurs V et v rendent différentielle 


exacte l’expression Mdx + Nady, leur rapport égalé 
une constante sera Vintégrale de l'équation 


Mdzx + Nady =o. 
Car de 

V 

7G, ou 9(u)—C, 


on tire u = Cc. 


DETERMINATION DU FACTEUR PV. 


536. La condition nécessaire et suffisante pour que 
v (Mdx + Ndy ) soit une différentielle exacte est 


d.oM —d.oN 
dy ax” 


ce qui revient a ]’équation 


dv de aM aN 
(t) Nz , dy (S is) 


Quoique cette équation soit en général aussi difficile a 
résoudre que la proposée, ell¢ peut cependant, dans quel- 
ques cas, servir a trouver le facteur v : 

1° Siv ne doit dépendre que d’une seule variable, x par 


dv vs . rye. 
exemple, on a jy == On et l’équation (1) se réduit a 
aqdM aN 
(2) .de UN 


Par hypothése, le premier membre ne dépend que dex; 











or) 


“i 
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donc, on doit avoir 
dM aN 


dy dx 
WO Fl) 


Cette condition est suffisante ; car si elle est remplie, on 


salisfera a ]’équation (2) en prenant 
o = eSh{=)dz, 


Le calcul est plus simple si l’on suppose N = 1, c’est- 
a-dire si l'on met l’équation proposée sous la forme 
dy + Mdx = 0, ce qui est permis. On a, dans ce cas, 


dM . 
dy = f(z) =P, 


d’ou 
M=—P7y+Q. 
L’équation proposée devient 
dy 
dz +Py+Q=O0. 


Il suffit donc, pour rendre différentielle exacte le pre- 
mier membre de cette équation, de le multiplier par e/?*. 


On a 
efPdz dy 4 PyelPdz jPdz__... 
dz Dy este +. Qel**— 0; 
d’ow (499) 
efPdr y + [ QePde=C. 


C’est le cas de |’équation linéaire (511). 
2° Si le facteur v est de la forme XY, X étant une 
fonction de x, et Y une fonction de y, on a 


do = dX do dY 
dx” dx dy ° dy 
et l’équation (1) revient a 
| dX dY dM aN 


No — mM 2 — TPE, 
Xdz Ydy dy dx 
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aX dy 
Or, Xde =9(2r), Ydy = b(y); donc 


~ — * =No(2) —My(y). 


Si cette condition est remplie, on aura 
Xm ele@)aer y— Sere, 


537. L’emploi du facteur v donne les méthodes pré- 
cédemment exposées : ainsi, la séparation des variables 
dans }’équation 

XYdz + X,Y,dy — 0, 
ow X et X, ddsignent des fonctions de x, et Y, Y, des 
fonctions de y, revient a multiplier équation proposée 


f; 
par le facteur — KY ’ 


La transformation employée dans l’intégration de I’é- 
quation homogéne revient aussi 4 la détermination d'un 
facteur qui rend le premier membre intégrable. En effet, 
Véquation (3) du n° 506 n’est autre chose que )équation 
proposée divisée par x™+![(z) + zp (z)]. En rempla- 


cant z par 25x "o(z Z) par M, xy (2 ~) par N, on voit 


que le facteur y est, dans ce cas, 


I 
Ma + Ny 
Mdx + Nady , 


Max -+Ny 
‘alors une différentielle exacte. I] suffit, pour cela, de ae. 


niontrer que 


Il est d’ailleurs facile de vérifier que 


M N 
d ———___— —_——_— 
Mr+Ny dz Ny 
dy — dx 


Cette équation revient, apres quelques transformations, 
a la suivante : 


nledM 2M) oy (tN aN) 
7a 7a (= S 7 
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ou . _ 


car les fonctions M et N étant homogénes et de degré m, 
on a identiquement (I, 178) 


dM dM oy, NaN 
de? dy dz Ta " 


Si le premier membre de ]’équation homogéne est déja 
une différentielle exacte, on pourra prendre pour premier 


facieur 1, et pour second * Leur rapport, égalé 


I 
Mr -+N 
a une constante, donnera I'intégrale qui sera, par consé- 
quent, 

Mz+Ny=c. 


EXERCICES. 


4. | aydx + brdy+x™y"(cydx + exdy) =o. 


So.ution : Le premier bindme devient intégrable lorsqu’on le 
1 a e—l 
mulliplie par 2*-' y°-' 9(a*y*), et le second par ss b(2*y*). 
On peut déterminer les fonctions pet } de telle sorte que ces deux 
facteurs soient égaux. 





2. Trower le foeteur d’intégrabilité de Véquation 
(t+ y)de+dy =o. 
SOLUTION : e*, 
3. Trouver le facteur Wintégrabdilité de Véquation 
(1— a? y)dr+u?(y—ax)dy =o. 


I 
SOLUTION: . =" 
x 
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QUARANTE-TROISIEME LECON. 
SOLUTIONS SINGULIERES DES EQUATIONS A DEUX VARIABLES. 


Comment elles se déduisent de l'intégrale générale. — Solutions singu- 
liéres obtenues au moyen du facteur qui rend intégrable le premier 
membre de l'équation. — Exemples de solutions singnliéres. — La 
solution singuliére est l’enveloppe des courbes représentées par l'’équa- 
tion intégrale. 


COMMENT LES SOLUTIONS SINGULIERES DES EQUATIONS A 
DEUX VARIABLES SE DEDUISENT DE L INTEGRALE GENE- 
RALR. 


—. §388. Soient 


if - 
(1) Mdxr+Ndy=o ou = f(x,y) 
une équation différentielle, et 
(2) F(z, y,¢)}=0 ° 


son intégrale. Différentions cette derniére équation par 
rapport a 2; nous aurons 


dF 
d dr 
(3) a 
dev dF 
dy 
Si l’on élimine c entre cette équation et la précédente, 


dF 


dF 
dy 


. . , . . . dx 
on doit obtenir |’équation (1), ce qui exige que — de- 


e e ° ry M 
vienne identique a wy quand on remplace dans ce quo- 


lient c par sa valeur tirée de ]’équation (a), et cette éli- 
mination conduirait cncore a une identité, lors méme 
que c serait une fonction de x etde y. 
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$39. Cela posé, je dis que si lon connait l’intégrale 
F (x,y, c) =o d'une équation différentielle, on peut 
déterminer les solutions singuliéres de cette équation. 
Soit 
(4) g(r, 7) =0 
une solution singuliére, c’est-a-dire une équation qui 
satisfasse 4 l’équation (1), mais qui ne puisse se déduire 
de lintégrale générale en attribuant a la constante une 
valeur particuliére. On peut faire rentrer |’équation 
q (x,y) =o dans cette intégrale, en y remplagant c par 
une fonction convenable, car il suffit de poser 


(5) F(x, y,¢) =9(2, 7); 

d’ot l’on déduit Ja valeur de c en fonction de x et de y. 
Cette valeur étant déterminée, si l’on différentie |’équa- 
tion (2) par rapport 4 x, on aura 


dF + dF dy __ GF dF de 
dx dy dx de dz 


d’out l’on tire 


dF dF 
dy dx dc de 
(6) de UE a ae 
dy dy 


L’élimination de c entre les équations (2) et (6) doit 


conduire a ‘équation — dy = =f (x,y). Done léquation (6) 


“ 
pas, 9 OY 
se réduit a = = f(x,7). Or, — 7 se réduit a f(z, y) 
dy 


quand on remplace c par sa valeur tirée de ]'équation 
F (x, y, ¢) = 0 (5388); donc on doit avoir 

dF 

de de 
(7) qF de”? 


équation 4 laquelle il faut joindre F (x, y, ¢) =o. 
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Le systéme de ces deux équations se raméne aux deux 
suivants : 


( dF 
deg | ae _ 
(I) jae” (I) {aR ” 
F(z, 7, ¢) =0, dy 


Or, le premier systéme donne c = une constante, et, par 
suite, on retombe sur l’intégrale générale. 
Le second se partage ewdeux : 


dF a¥ _e 
(IN) { de’ (IV) (dy 
F (4, y,c) =9, F(z, y,c)=0. 


En éliminant’c entre les deux équations de chacun de ces 
deux derniers systémes, on oltiendra les solutions sin- 
guliéres de l’équation proposée, pourvu qu’on omette les 
valeurs de c qui rendent simultanément nulles, ou infi- 


. . dF dF ey 
nies, les deux fonctions Te? dy? parce que la premiére 


des équations (II) se présenterait sous la forme illusoire 
o ve ; - ; ; 
<= 0, ou = 0; il faudra aussi rejeter les solutions qui 


rentreraient dans l’intégrale générale en attribuant a c 
une valeur constante. . | 

Ainsi, on obtiendra les solutions singuliéres d'une 
équation différentielle du premier ordre en éliminant 
la constante entre Uintégrale générale et sa dérivée par 
rapport 4laconstante, égalée a zéro, ou bien entre cette 
méme intégrale et sa dérivée par rapport 4 y, égalée a 
Pinfini, 


540. Quelle que soit la forme sous laquelle se présente 
Péquation intégrale F(x, y,c) =o, l’application des 
régles précédentes doit toujours conduire aux mémes 
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dF 


solutions. En effet, le rapport — de 


dy 
quand on éliminera c au moyen de I|’équation F = 0, 
quoique chacune de ces dérivées change quand on trans- 
forme cette équation. Car en regardant y comme une 
fonction de c, on a 


restera toujours le méme 


dF 
. de ay 
~ aE de 

dy 


valeur qui sera toujours la méme, quel que soit F. Ainsi, 
lorsqu’une transformation de I’équation F (zx, y, c) =o 


fera perdre des solutions a |’équation —- = 0, elle les fara 


de 


sipal’ . 4aF 
acquérir 4 l'autre équation in 


SOLUTIONS SINGULIERES DEDUITES DU FACTEUR QUI REND 
INTEGRABLE LE PREMIER MEMBRE DE L’ EQUATION. 


544. Si lon met lintégrale sous la forme u—c = = Oy 
on aura 


dF 

. ds 
dF — du 
dy dy 


Ainsi, toutes les solutions singuliéres seront données par 


du 

dy 
par lequel dy — f(x,y) dx devient une différentielle 
exacte (531). Donc l’équation 


r) ° I ° du ? 
Péquation — =o. Mais gy nest autre que le facteur » 


—-=0, ou »-=o@ 
° 


contient toutes les solutions singuliéres. 





—— 
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EXEMPLES DE SOLUTIONS SINGULIERES. 
B42, 1° 
aidx + ydy = dy Va" + y? — a’. 


Divisons par x’ + y* — a’, il vient 
ly 
dy = 2X — dya?+ y?— a’, 


_ yc? + y?— a? 





rad 


dont l’intégrale est 


ytemy2t+ y?— a’, 
ou 
2cy + c’?+a’— z?*=—0; 
on aura donc 
dF 3 O adF be . 
« _ — 2¢—O u —_ = — 
dc y+ , dy 
Cette derniére équation ne conduirait qu’a Ja valeur ilu- 
soire y = oo. La premiére donne c = —y, et, par suite, 


a+ y?—a’=o, 


solution singuliére. Cette solution, qui représente une 
circonférence, n’est pas comprise dans l’intégrale géné- 
rale, puisque celle-ci représente une suite de paraboles. 


Comme le facteur v est 





la solution singuliére correspond av =o. 





, on voit bien que 


543. 2° Trouver la courbe dont la normale a une 
longueur constante. 


L’équation différentielle est 





da 3 
(1) yi+y? (%) =a’, 
d’ou 
dx = vdy 
— yat— y? 
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\] 
ar 


et, par suite, 
(2) (z— ec}? +9? = a’, 


équation d’un cercle. Pour avoir les solutions singuliéres, 
il faut poser 


dF 
aad —=—=0; d’ol x =e, 
dy 

et, par suite, 

(3) y= a, 


On obtiendrait encore cette solution en égalant a l’in- 


fini le facteur rr: par lequel il faut multiplier l’é- 
quation proposée pour séparer les variables. 

ll est 4 remarquer que les deux droites représentées 
par l’équation (3) sont tangentes 4 toutes les circonfé- 
rences que représente l’intégrale générale (2). 


544. 3° Trouver une courbe dont les tangentes sotent 
& une distance constante, a, de l’origine. 


" L’équation de la tangente menée par un point quel- 
conque (x, y) de ta courbe, étant 


Y—y=p(X-— 2), 


P’équation différentielle du probléme sera 


JY — pe —a 
vit p? 

ou 

(1) y= prtayiep 


En diflérentiant par rapport 4 x, ona 


Oo=dp( a+ SP ’ 
Vi p? 
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équation qui se décompose en deux équations : 


dp = 0, z+—-: =0. 





La premiére donne p = c, d’ou 
(2) yrrer+ayite’ 


La seconde donne 





(3) z= — as 


vitp 

cette valeur étant portée dans |’équation (1), il en résulte 
- a : 

y=} 

vyi+- 


élevant au carré et ajoutant les équations (3) et (4), ona 


(4) 


(5) 8+ y= a’, 


La solution générale (2) représente une infinité de 
droites, ct la solution singuliére (5) une circonférence & 
laquelle toutes ces droites sont tangentes. 


BAS. 4° 


(1) (yar 


Les variables se séparent immédiatement, et l’on trouve 
pour Vintégrale générale 

(2) (y—a)*"— (1 — 2) (w@—e) =o. 

Pour obtenir les solutions singuliéres, on posera 


AF 
de I 
dF (y—a)> 
dy 
d’ou l’on déduit, en supposant n> 0, 


(3) y= a. 


=(y—ay"=0, 
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Cette équation représente une solution singuliére si n 
est <1, car, dans ce cas, on ne peut pas déduire y = a 
de lintégrale générale. Si n est >1, y =a n'est plus 
une solution singuliére, puisque l’équation intégrale étant 
mise sous la forme | 


(1—a)(y-—ayt= 





ze—eC 


on obtient y =a en faisant c=. Enfin, si n=1, 
lintégrale générale est y — a = ce*, qui devient y = a 
pour c = 0, et il n’y a pas non plus, alors, de solution 
singuliére. 

On verra facilement que l’hypothése z < o ne donne 
aucune solution singuliére. 


546. 5° Trouver une courbe telle, que le produit des 
perpendiculaires abaissées de deux points fixes F et F’ 
sur la tangente soit constant et égal a b*. 


Fig 109. Prenons pour axes la 
droite FI’ et une perpendi- 
culaire élevée au milieu de 
cette ligne. L’équation de la 
tangente est. 


Y—y=p(X—.2), 





et, par suite, les perpendicu- 
laires abaissées des points 
donnés sur la tangente seront, en désignant OF par c, 


ra = Z TPT TP, py POPPE, 
vit p? Vi-+ p 








on aura donc 
2? (y — pry] ~~ pre 
1+ p’ 


d’ou 
(y —- pay b+ (bet) py 
et, si l'on pose 5* +- c* = a’, 


(1) - y= pret BOER, 
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équation d’une forme connue (527). En la différentiant, 
on aura 

2 od + TP ’ 
” P(* + Tau) 
ce qui donne d’abord dp = 0, d’ou p = constante = m. 
L’intégrale générale est donc 


(3) y= me + Yam + 6. 
On satisfait encore a l’équation (2) en posant 
2 
(4) . Tr + — OP =oa. 
\ 6? + a’ p? 


En éliminant p entre les équations (t) et (4), on aura la 
solution singuliére 


équation d'une ellipse qui a pour tangentes les droites 
représentées par l’intégrale générale. 

$47. 6° Trouver une courbe telle, que la portion de la 

Fig. 110. tangente TS comprise entre les 

deux axes soit égale a une lon- 
gueur constante a, 

L’équation de la tangente est 

Y—y=p(X—2), 

et l’on a 





ot — — 





» OS>y—pr; 


d’ou, & cause de OT +0S =TS ; 
(y¥ — px)? (1+ p?) = ap, 
On aura donc 
ap 
Vi+ p? 





(1) y= prt ; 





puis, en différentiant, 


o=dp|=+ ef 
(1 + p?)’ 
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D’abord dp = o donne p = ¢, et, par suite, 


(2) yrmer+ 





lintégrale générale représente donc une infinitéde droites, 
La solution singuliére sera donnée par |’équation 
——@ 
ta 


(1 +p)? 


Si l'on substitue cette valeur dans }’équation (1), on aura 


ap ap 
(r+ pt)? (1 + p?)? 
éliminant p, on aura 
re er oe) 
(3) at+yi=a’', 


Cette courbe est l’épicycloide obtenue en faisant rouler 
un cercle dans un autre cercle de rayon quadruple. En 
effet, soient M le point de la circonférence mobile qui était 
placé primitivement en A, et K le point de contact actuel. 
On sait que KM est la normalede!’épicycloide au point M, 
et, par suite, que MH est la tangente. Or, langle THK, 


° . I 1 
qui, dans le petit cercle, a pour mesure are KM ou = AK, 


aura pour mesure 2 AK dans le grand cercle. Donc ]’angle 
THK est double de l’angle AOK, et le triangle TOH est 
isocéle. On a donc OH = HT. I résulte de Ja qu’on a 
également OH = HS; et, par suite, TS = 20H = OK. 


Ainsi, TS conserve bien une grandeur constante. 


UNE SOLUTION SINGULIERE REPRESENTE L ENVELOPPE DES 
COURBES DONNEES PAR L'INTEGRALE GENERALE. 


548. On a di remarquer que dans tous les exemples 
traités plus haut (542 et suiv.), la solution singuliére 
était l'enveloppe des lignes représentées par l'intégrale 
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générale. Nous allons démontrer qu'il doit toujours en 
étre ainsi. Soit 
F(z, y, c)=0 

Vintégrale générale. Elle représente une suite de courbes 
dont |’enveloppe s’obtient (I, 247) en éliminant c entre 
cette équation et sa dérivée par rapport ac. Or, c’est 
précisément le calcul qui fournit la solution singuliére. 
Le théoréme est donc démontré 

Par chaque point de la courbe A qui représente la 
solution singuliére passe l’une des lignes B comprises 


dans l’intégrale générale. Or, en ce point Y a la méme 


valeur pour les deux courbes A et B, puisque leurs équa- 
tions satisfont toutes deux a l’équation différentielle. 
Donc on peut obtenir l’équation de la courbe qui repré- 
sente l’intégrale singuliére en écrivant que, povr chacun 
de ses points, l’équation différentielle proposég donne 


dy 
deux valeurs égales pour az’ 


EXERCICES. 


4. | tly 2) 2 2 + (a— 2) = 


SoLUTION SINGULIERE : 
(x#+7)’— 4ay =0. 


2. y* = ar+t, 
ryt+s = Oo, 
dy” dy 


satisfont @ l’équation différentielle y 74+ 2x —y = 0. 


Ces intégrales sont-elles singuliéres, ou particuliéres ? 


Sotution : La premiére est une solution particuliére, et la seconde 
une solution singuliére. 


dy* _ 


dy 
2__ gy 2 
3. y aay + (1+ 2") ihe 


SOLUTION SINGULIERE: y?=1-+ 2’, 
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QUARANTE-QUATRIEME LECON. 
_EQUATIONS DIFFERENTIELLES D'UN ORDRE QUELCONQUE. 


Existence de )’intégrale d'une équation différentielle queleonque. — Con- 
ditions que doivent remplir les constantes qui entrent dans l'intégrale 
générale. — Intégrales de divers ordres d'une équation différentielle. — 





— Vv. 


Intégration de l’équation 7 





TOUTE EQUATION DIFFERENTIELLE ADMET UNE INTEGRALE. 


549. Considérons une équation différentielle de Dor- 
dre m résolue par rapport 4 la dérivée de !’ordre le plus 
élevé 


d"y _ ay d?y d™“"y 
(1) da™ =f(-, ae de? ae ° 
d™y d™"'y 


r ne 
Cette équation détermine —= ou d 7» quand on 


dx” ! 
on dm! y 
> “dam 
de x. On peut donc se donner, pour x = a, des valeurs 
. . dy d? m—I1 
arbitraires B, B, BY,..., b-) dey, Xi L2,..., SZ, 
Maintenant, si !’on donne a x un accroissement dz, les 
accroissements dey et de ses dérivées seront 


d 
connait les valeurs de y, a pour une valeur 
¢ 


ad™? XY 
dc™—? 





= b' dz, aD 0" de,..., ad —= b("-) dr, 


d=—' y 


et l’accroissement de sera ensuite donné par l’équa- 
az pare 4 


tion (1). 

On déterminera de méme la valeur de y et de ses dé- 
rivées pour x = a+ adz,x=a+3de,.... Ainsi, les 
valeurs successives de y sont déterminées, et, par con- 


séquent, y dépend de x et dea m constantes 5, b',..., 
pin), 


Stuam. — An., U. 6 
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B30, On peut encore établir Vexistence de |'inté- 
grale, au moyen du développement de y en série. En 
différentiant ]'équation (1 )» on obtiendra successivement 





m-+1 d™+iy . 
les coefficients différentiels - 7 ~~, ae en fonction 
dy day. . 

de v, Ys Ie a soit 

qt ) : dy d™“'y 

dgati It \ MSs 9 ee |]? 

q™+ dy duty 

dpe 2 J) Wz? ? dr 9 
Mais on a (I, 122) 

(z — a)? 


¢ (x) =9 (a) +9! (a) (e7— 4) +9" (a) 


Remplacant 9 (x) par y, 9 (a) par 6,9! (a) par B’,..., 


on aura done 


' r) —a) m—t z—a\"t 
y= b+ b'(2--a)+b aaa ae Deen or) 
+f (a,6,8,.. ., bin) (eal 
(2) ( mt — ayn 

' (m—1) za)" 

+ fi(a, b,5',...,6 ); 7 ( Im + E) 
(m=4) 4: rC— aym+? 

+ fi (a, b, B,...,b )s 1. (M+ 2) Trees 


On voit encore que la valeur de y renferme m con- 
stantes arbitraires. 

En faisant a = 0, on aurait le développement de ]’in- 
tégrale suivant les puissances ascendantes de x : mais 
cette valeur pourrait rendre infinie la fonction, ou quel- 
ques-unes de ses dérivécs, et le développement devien- 
drait alors impossible sous cette forme. Il vaut donc 
micux conserver la séric (2) sous sa forme Ja plus géné- 
rale, cn choisissant la valeur arbitraire a de telle sorte 
qu’aucune des fonctions ne soit infinie pour x = a. 
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S31. Réciproquement, toufe equation 
(3) Fla, y, ¢, ,..-.,c"-")] = 0, 


qui satisfait a l’équation différentielle donnée, et qui ren- 
ferme m constantes arbitraires au moyen desquelles il 
soit possible de donner, pour x =a, des valeurs arbi- 


. d a™~' 
traires b, U,..., ba Yiu see 





——, est identique 


@ l’intégrale générale. En effet, si l'on détermine ainsi 
les constantes, on aura encore pour y le développe- 
ment (2) puisque, l’équation (3) satisfaisant a ]’équa- 


dmy dutty 
tion (1), les valeurs de 2 i +++) pour ® =a, ne 


dépendront que des valeurs 6, 5’, b”,..., b("-"), 


CONDITIONS QUE DOIT REMPLIR UNE EQUATION POUR 
ETRE LINTEGRALE DUNE EQUATION DIFFERENTIELLE 
pu mn" ononre. 


552. Pour qu'une équation renfermant m constantes 
soit l’intégrale générale d'unc équation différenticlle du 
m'*"¢ ordre, il faut que ces constantes soient bien dis- 
linctes, c’est a-dire qu’elles ne puissent se réduire 4 un 
nombre inférieur 4 m. Par exemple, l’équation 


r= cetttE tg ax+ 6! 


' semble contenir deux constantes arbitraires, mais en la 
meitant sous la forme 


y =e" (ce® + c’e®), 


on voit qu'elle n'en renferme qu’une : elle ne peut done 
pas étre l’intégrale générale d’une équation différentielle 
da second ordre. 

Pour s'assurer que <3 constantes renfermées dans |’é- 
guation intégrale sont distinctes, il suffira de chercher si 
elles peuvent étre détermincées de telle sorte, que y et 
scs m—r premiéres dérivées aient des valeurs données 

6. 
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quelconques 5, b’,...,5("-"), pour une valeur donnée 
ax. 
353. Par exemple, soit 
(1) y ce 4+ c'e®*, 
on en tire 


dy 


v a 
— —rae** + e'a c%7; 
ar 


et en résolvant ces deux équations par rapportacetac’, 
le dénominateur commun des inconnues sera 


-(a—a’)elereo)e, 


Done, si @ est différent de a’, Jes valeurs de c et de c’, 


correspondantes a des valeurs a, 5, 6’, attribuées ax, y 


ad e ° e fa 
=; seront finies et déterminées, et dans ce cas |’équa- 


tion (1) sera l’intégrale générale d’une équation différen- 
tielle du second ordre. Il n’en est plus ainsi quand a = a’, 
comme on I’a vu dans l’exemple précédent. 


504. On reconnaitra de méme que 
y=csinaxr-+c'sina’s 


est l'intégrale générale d'une équation différentielle du 
second ordre; mais I’équation 


(1) x = csi (z+ 2) + c’sin(x + 2')+ c"sin (x + 2”) 
ne peut pas tre l'intégrale générale d’une équation diffé- 
rentielle du troisiéme ordre, car on a 
dy : ’ Ul @ ww 
(2) “yg om C608 (e+ a) +c’ cas(4 +e’) + €” cos(z + 2”), 
Cb. 


diy . . . 

(3) — = — esin(.r 4-2) — ce’ sin (x + a’) —e"sin(x + a”). 
Or, il résulte des equations (1) et (3) 

d'y 


dt — 
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et, Ja valeur de y étant déterminée, on ne peut pas donner 
diy 


de valeur arbitraire a , 
dz? 





On voit d’ailleurs sur I’équa- 
tion méme, en l’écrivant sous cette forme . 


JY = (c cosa + c’ cosa’ + ¢” cosz”) sin 


+ (c sina + ec’ sina’ +c” sing”) cosz, 
ou 
y = Asinz + Beosz, 


qu'elle ne renferme que deux constantes arbitraires A et B, 


INTEGRALES DE DIVERS ORDRES D'UNE EQUATION 
DIFFERENTIELLE. 


503. Une équation différentielle de l'ordre ma pour 
intégrale une équation de la forme 


(1) Fle, 7, e,c, ce”, ..,c"-)] =. 


Puisque les constantes c, c,..., c("—") n’entrent pas dans 
’équation différentielle, celle-ci ne peut se déduire de 
Péquation F = o qu’en la différentiant m fois, et élimi- 
nant ces m constantes entre |’équation (1) et les m équa- 
tions différentielles ainsi obtenues. Or, cette élimination 
peut se faire de plusieurs maniéres. 

Si d’abord on ne veut éliminer qu’une constante c, on 
pourra différentier l’équation F = o, aprés l’avoir mise 
préalablement sous telle forme qu’on voudra, puis on éli- 
minera c entre |’équation F =o et sa différentielle. On 
peut, en particulier, résoudre l’équation F = o par rap— 
porta c, soit u==c, puis différentier cette derniére, ce 
qui fait disparaitre la constante. En éliminant ainsi, tour 
a tour, chacune des m constantes c, c’,....¢("—"), on 
obtient m équations différentielles du premier ordre 
dont chacune contient seulement m—1 constantes. Ces 
équations sont dites des intégrales de l’ordrem — 1. 


596. Pour ¢dliminer deux constantes cect c’, on peut 
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différentier deux fois de suite Péquation F =0:0n a 
ainsi (rois équations 


F=0, dF=0,  d?F =o, 


entre lesquelles on éliminera c et c’. On peut aussi éli- 
miner c entre F =o ect dF = 0, puis éliminer c’ entre 
P’équation ainsi obtenue et sa différentielle. De quelque 

maniére que l’on opére, on doit arriver ala méme équa- — 
tion différentielle du second ordre; car si l'on obtenait 
deux équations distinctes du second ordre, en éliminant 


° dry . , . . 
entre elles a7? on aurait une équation du premier ordre 


de la forme 
/ . 
° ¢ | = Ns = i A + ol >| —o. 


En différentiant m— a fois cette équatiou, on aurait 
d™y 
“dant 
stantes, c’est-a-dire plus d’équations que d’inconnues. 
On ne pourrait donc pas se donner les valeurs de y, 


. dy 
m —1 équations entre x —— 52 et mt — 2con- 
q ie dz ? 


d dn : 
oe vy —* pour x= a. 


En éliminant successivement deux des m constantes, 


m (im —1) 


on aura équations différentiellesdu second ordre 


contenant chacune m— 2 constantes, et qu’on nomme 
intégrales de l’ordre m— 2. Trois intégrales de cet ordre 
peuvent remplacer l’intégrale générale, car on la repro- 
-duiten éliminant entre clles & et “2. 

dx dx’ 

507. On pourra de méme éliminer un nombre quel- 
conque de constantes et parvenir ainsi a des intégrales de 
lordre m—3, de ordre m— 4, etc. Si. lon élimine 
toutes les constantes moins une, on aura m équations dif- 
férenticlles de ordre m— 1 qui serontdites des intégrales 
du premier ordre. Si entre ces m équations on élimine les 
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dy d’y on d="y 
1 —1 dérivées —, ——y-- 
m—r déri ées 9 Fa?" ) an 
tion primitive F =o entre x, y,c, c’,...,e~"), Il suffira 
donc, pour intégrer l’équation 


(2) Taf (ant + So), 


d’avoir les m équations intégrales du premier ordre. 


——)» on retrouvora Péqua- 


558. Les jntégrales du premier ordre permettent de 
déterminer les constantes c, c’,...,c'"—") en fonction 
dy 
dr 
aux constantes et en désignant, pour abréger, les dérivées 
de y par y', y",-+-5y'""-"), on aura m équations de la 
forme 


de x, y, cytes 


- En les résolvant par rapport 


c=flz,y7,y7'5. voy YOY] = 4; 


d’ou 
du du r, du ry + due d™y 
dz dy” dy’? dy™—") dna — °° 
Mais 


d™y 
ae" T —flx,y,y' penny YORE); 


on aura donc 


(3) 


da du, du , 
dz dy? ar and eee +e 
Cette équation doit étre identique, car autrement elle 
établirait une relation entre 2, y, y’,.-., y("~"), et Pon 
ne pourrait plus se donner les valeurs dey, y’ pene yet 
pour x = a. 
Ainsi, les équations du premier ordre étant mises sous 


la forme 
ue, ue’, u=e’,..., 


toutes les fonctions u, u,,..., salisfont 4 une méme 
équation aux dérivées partielles. 


—— f [x NoN'ss ony 7 | 0. 
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; d“¥ 
INTEGRATION DE L EQUATION ae v. 


559. Soit proposé d’intégrer Péquation 


(1) . d™y 


da™ 





= 9%, 


v étant une fonction de x. On en déduil 


d™—'y 
dent 


d™-2 
Gawd = fox fede tee +e, 


dq™y 
——- = | dz [dz ledx+er+eéxrn+c, 
dx" 


et ainsi de suite. Donc, si l’on désigne en général par 


fear Vintégrale [ dz [ ax. . . f vde qui résulte de 


n intégralions successives par rapport a x, on aura 


= | vdx-+c, 


(2) y= edac™ + ox! + ol gM wee tc (8—), 
560. L’'intégrale multiple qui entre dans Ja valeur. 
de y peut s’exprimer a l’aide d’un certain nombre d'in- 


tégrales simples. En effet, l’intégration par parties donne 
successivement 


fas | rds =x ods — [evas, 
feds = — (= fede — ax fords + eatdz)s 
fede = r . (fede — 32 [exe 
12.3 . 
+ Bar fats — fossas), 
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et ainsi de suite; d’ou l’on conclut, par induction, 


fear Taatea) [am fede (n —1)a furds 


— 2) 


(3) 


aw | ozt'de—...tk vat-tds | . 
\ 


Pour établir la généralité de cette formule, il suffit 
de montrer que si elle est vraie pour une intégrale de 
Pordre n, elle conviendra encore & une intégrale de 
Yordre n-+-1. Or, on peut mettre |’équation (3) sous 
cette forme 


foast= ——— [ne [ode — n(n — 1am [ove 
4 Mente s) am fosrd —westin fusrtas. 


Multipliant les deux membres par dx, et intégrant par 
parties, il vient 


feds = _ | + fede — nar fords 
1.2... . 
a(n—1) 
-++- Fa xz vridr meetings mr! dr 
I. 


1.2 
Mais 
Ri R— 1 
1— A+ (a= _ +r=(1—1\"ti=t); 
donc 


Jrmns aalefee — per ade 
eee Mp t fede = frsrae|, 


ce qui établit la généralité de la formule (3). 


561. Enfin, lintégrale multiple fi vd" peut s’expri- 
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mer par une seule intégrale simple. En effet, donnons 
aux intégrales qui entrent dans ]’égalité (3) les limites a 
et x; posons v = f(x), et, dans le second membre, rem- 


plagons x par z sous le signe f : nous aurons 


f Felder = ra @oa) Le, f(s) (a1) 2 i “af (e) de 


CaM) aas Mapiyds—-} 


1.2 


ou bien, en faisant passer Jes facteurs constants sous le 
signe { , et remplagant la somme des intégrales par une 


intégrale unique, 


A 


i) f fear (an) aay f fe) e—are. 


562. Cette derniére formule conduit a une nouvelle 
démonstration de Ja série de Taylor. En remplagant f(z) 
par la dérivée f ("+") (x), etm par m-+-1, on aura 


(2 — 3)" dz. 





f SH) (x) dchti — 
a 
D’un autre cété, 


[Foe eden = f(x) —F(a)—f'(a) (= a) 
(ar — a)? _... — f*(a) 


1.2 1.2... 


— f"” (a) 








donc 
J (r)=f(@a) + f(a) (2 —a) + f"(a) ———- 


ear 


I(¢) sn 


z) (2 — 8)" ds, 
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et, si l’on pose r =a-+h,et z=a+h(t—2), 


J(a+h)=f(a)+f'(ayh +f (a) +... 


Anr+i 





+ fa) — mS forva+h—thynde. 


Tan 
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QUARANTE-CINQUIEME LECON. 


INTEGRATION DE QUELQUES EQUATIONS D’UN ORDRE 
QUELCONQUE. 


a™- ly d™y 

Equations de la forme J ( So > oo 
d™-7y a™y 
(A dz” 
Applications géométriques. — Equations homogeénes. 


) =o. — Equations de la forme 


) =e. — Equations susceptibles d’abaissement. — 








? 


amy dsy\ 
dx"! dz™ ) — 0 


EQUATIONS DE LA FORME f ( 


$63. Soit d’abord ]'équation 


dy _ (dy 
“2 =1(Z). 


dy dp an! 
En posant 7, = P> On aura —- = f(p); doa 


(2) x= dp 


Si l’on peut tirer de cette équation p en fonction de x, 
on aura 

P=92), on dy=o(x)dz, 
et, par suite, 


(3) y= folelde+e. 


Cette équation est l’intégrale générale, car elle contient 
deux constantes arbitraires c etc’. 


564. Si l’on ne peut pas tirer de I’équation (a) la va- 
leur de p en fonction de x, on aura 


_ _. Pap 
= Par = Fp) 





5 


* QUARANTE-CINQUIEME LEGON, | g3 
d’ou | | 
Le 
+e’; 
on éliminera ensuite p entre les équations (2) et (4). 


565. Exempie. Zrouver la courbe dont le rayon de 
- courbure est constant et égal a a. 


L’équation différentielle du probléme est t 257) : 








(1+ p?) | 
(1) ap . 
dx . 
On aura donc 
; ad 
ax os 
(1+ p?)? 
et, en intégrant, 
(2) 2a ah C3 
t+ p’ 
par suite 
dad 
dy = pdx — —P? = 
(1+ p?)’ 
d’ou 
(3) y= — 4 





En éliminant p entre les équations (2) et (3), on aura 
(4) (z7— ec)? + (y—e' Yaa’, | 
équation d'un cercle dont a est le rayon. 


On peut aussi tirer de I’équation (2) la valeur de p en 
fonction de x; on a 


p r—e 
FS OEE 
ya? — (c — c)' 
il en résulte 
(x—c)dx 
dy = 
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d’ou, en intégrant, 
y—e = — ya’ — (x —c), 


(2—cPh+(y—e’ Pa’. 


et enfin 


566. Plus généralement, si l’on a l’équation 


d™—'y d"¥ 
(S ° a) =e 


ne contenant que deux dérivées consécutives, en posant 


d=! x 
dx*—' 


d"y dp 


=p, dot az, 


l’équation proposée se réduit a 


d . 
t(p, <) = 05 


on en déduit successivement : 


dp _ re x ee 
az Th = Fp c= [ite 


Si cette derniére équation peut étre résolue par rapport 
a p, on aura 


d™=‘y 
P= 9(z) ou pant = (2); 
et (559) 
y =f (ac) dxm—' + ef a2 ce +t elP—), 


Si p ne peut étre exprimé en fonction de x, on aura 


amy 
ax 
ou 
any pap 
Og SPO Fy 
donc 
amy _ (PP. e 


» 
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En multipliant par dx = = a5 5 et intégrant de nouveau, 





on aura 
d™yv dp 
a + ca + c, 
dx™—* FP) To) a 
et ainsi de suife. 
dm-ty dr 
EQUATIONS DE LA FORME £( Z, =) = 0, 


567. Soit @abord 52 =f (y). 


En multipliant les “deux membres par 2dy, et inté- 
grant, il viendra 


(z)'= »{ fray +c, 


dy 


~ VYo+ affir)ay” 


d’ot l’on tire 


et enfin 
rarer 
xc’ -+- =e 
c+aff(y)ay 
568. Exemp.es. 
1° ss > +My=o. 
c 


On aura 


yoesin(nz+c), ou y=Asinnx + Bcosaz, 
A et B désignant deux constantes arbitraires. 


d? 
2° a oO. 


On aura 





dy\? 
(=) —r(y'+e)=0, ndxs= 
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et, en intégrant, 

(1) | y+yyi+ eae; 

d’ailleurs on a identiquement 

ag UFO = 4 FFB) ae 
ou 


(2) —y+Vyi+e= 


On tire des équations (1) et (2) 


2 


i roe 
yoyo sae ou xy = Ae™+ Be. 


569. Pour ramener au cas précédent (567) les équa- 
tions de la forme 


f d™"y d™y _ 
ar 


il suffit de poser sal 


Gace =p}ilen résulte 


da? 2 
(1) (p, oF) =o, ou T2 =F), 


et, par conséquent, 
dp —— 
Je NE + 2S EP) ep = ¥(P)i 


ce qui donne 


_ fe 
(9) e=f vip) 


Si l'on peut résoudre cette derniére équation par rap- 
da™ —y 
port a p, eten tirer p ou a = 9 (x), l’intégrale gé- 


nérale s’obticndra au moyen de m— a quadratures qui 
introduiront m — 2 nouvelles constantes arbitraires. 

Quand J’équation ne peut pas étre résolue par rapport 
a p, on opére de la manieére suivante. 
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dw ae 
Ona —— = p, dou résulte 
an" pgp — PP. 
Oda P= Vp) 
donc 
d™~y Pap ” 
—— -c 
dan ¥(P) 


On trouvera de méme 


d=-‘y _— (*pdp vf dp of, 
dz™— J} (Pp) ot Y(pP 


et ainsi de suite. On arrivera donc 4 une certaine équation 
(3) y=F lp), 


contenant m constantes arbitraires. L’élimination de p 
entre les équations (2) et (3) donnera l’intégrale générale. 





EQUATIONS QUI PEUVENT S ABAISSER A ‘UN ORDRE 
INFERIEUR. 


570. Soit l’équation de l’ordre m 


R a+] aa 
t( d"y any or) =o. 





dct” dat? dam 
d"y 3 
En posant —~ = p, on la réduit a 


d 
dp Aa—* p 
t(e, p, Byes ZA) 0 





Si l'on peut intégrer cette équation qui n'est que de 
l’ordre m — n, et ensuite la résoudre par rapport a x, ou 
4 p, le calcul s’achévera comme dans le cas précédent. 


571. Soit Péquation 


dy dy d™y 
(1) Fy, dx dn?” TZ) =o, 


qui ne contient pas x. On peut en abaisser ordre d'une 
Stcau. — Aa., Il, 7 
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unité en prenant y pour variable indépendante et fai- 


dy 
sant — =p. On aura 


d’y = dp _ dp 
dx? a2? dy" 


ys rT hi ae es : 
En général, — considérée comme fonction de p, sera 


du (7 —1)*"* ordre; en substituant ces valeurs dans 1'é- 
quation (1) on arrivera donc a@ une équation de l'ordre 
m—t 


d q™—s 
(2) (y, Ps ae Gan) =o. 


dont l intégrale renfermera m— 1 constantes arbitraires, 
et l'intégration de ]’équation dy = pdx fournira encore 
une autre constante. 





APPLICATIONS GEOMETRIQUES. 


872. Quelle est la courbe dont le rayon de courbure 
est en raison inverse de Ll abscisse P 


L’équation différentielle du probléme est (I, 257) : 


(I+ p?)"  @ . 
dp _ 2x 
dz 


ai . 
en appelant > le produit constant du rayon de courbure 


par l'abscisse du point correspondant de la courbe. On 


déduit de la 
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et, en Intégrant, 
zvre= _£P_, 
vip 
d’ou 
r’?-+-e 
Ele _—_——— ZZ 
Va! __ (x4 + c)? 


et, en intégrant de nouveau, 


_ (2? +c) dx _4e 
aad Re (a? + c)* 


Cette équation représente la courbe affectée par une 
lame élastique, quand une de ses extrémités étant fixée, 
Pautre extrémité supporte un poids: on lui donne, pour 
cette raison, le nom de courbe élastique. 


573. Plus généralement, si le rayon de courbure doit 
étre une fonction f(x) de Vabscisse, on aura léquation 


(1+ p?)’ 
“Pt se) 
dx 
d’ou |’on déduira 
dp de 
(1 +p’)? J (x) . 


et, en intégrant, 
P { dx 
——_———_ -—— -+- 
vis p? f(x) 
Cette équation, étant du second degré, pourra étre résolue 
par rapport 4 p. Soit alors p =-¢ (x), on aura 


y= [rlajde+e, 


équation de la courbe cherchée, qui renferme deux con- 
stantes arbitraires c etc’. 


574. Zrouver une courbe dont le rayon de courbure 
soit proportionnel 4 la longueur de la normale com- 


rise entre la courbe et l’uxe des x. 
P 7 
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L’équation différentielle du probléme est 
(1+ pt)? z 

(1) dp 
dx 


= ny (t+ p?) 


n désignant une constante positive ou négative, selon que 
la courbe est convexe ou concave par rapport 4 I’axe 
des x (I, 235). 
En prenant y pour variable indépendante et rempla- 
dp pdp 
gant 7> par 7? on aura 
dy mp dp | 
yt 





On tire de la 
=o pyalitey, 


ou 


donc 








ry" 
c 
Il suffit de prendr ece radical avec le signe +-, car Je signe 
— conduirait a Ja méme intégrale. 

Cette équation peut s'intégrer, d’aprés la théorie des 
intégrales bindmes, quand 7 est un nowbre entier, pair 


ouimpair (I, 353 et 354). 
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Examinons les cas particuliers de m = -—1,n =a. 
1°n =—1; léquation différenticlle (2) devient 


dx = Jo dy : 
yc? —y? ; 
et, Pintégration. donne 


(2—e'\+ y? =e?” 


Cette équation représente tous les cercles qui ont leur 
centre sur l’axe des x. 
2° n ==1: dans ce cas, ou la courbe est convexe vers 


l’axe des x, on a 
cdy 


dx = — 5 
Vy? —_ - 

et, en intégrant 

z=cl (y +Vy?—c) +h, 
Si l'on détermine k de maniére que pour y =c on ait 
x =c’,il faudra que 

csele+h; 

d'ou 

roe _y y+yyine. 











i c 

ce qui revient a 

r-—c' 
(a) Ywrvy?—cCmee °c. 
Mais 

(y + Yr?—e)(y — vy? — ot) et; 

donc 

roc 
(8) 5 io Vy? — e7=ce °¢ , 


En ajoutant membre a membre les ¢quations (&) et (8), 
on aura pour |’équation de la courbe 


1 xr—c' =") 
J —_— 2° (, c + é ¢ ° 
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Cette équation est celle d’une chafnette. Par conséquent 
le cercle et la chainette sont les seules courbes dans 
Fig. 111 lesquelles le rayon de courbure soit égal 
vy \, a la normale, avec cette différence que 
ces deux lignes coincident dans le cer- 
m cle, tandis qu’elles sont situées de part 
et d’autre du point de contact dans la 
0 N « chainette. 
3° n = — 2: on a l’équation différentielle 


de — dy_ vy —y’ 


y = ou de y 
€ ry 


Or, cette équation représente (I, 249) une cycloide 
Fig. 112. dont Ja base est sur l'axe 
des x, et dont Je rayon du 


? , ce 
cercle générateur est =" On 


sait en effet que, dans cette 
courbe, le rayon de cour- 
bure MK est double de la 
normale MN. 





4° n= 2:11 vient 
dz = vedy 


— ’] 


Wyn 


d’ou 

(x —c')?= ely —e); 
cette équation représente toutes les paraboles qui ont 
l’axe des x pour directrice. 


EQUATIONS HOMOGENES. 


575. On peut abaisser d'une unité l’ordre d'une équa- 
tion différentielle lorsqu’elle est homogéne par rapport 
a y et a ses dérivées ; soit 


d ad 
(r) (2,7, a yee 7a) =° 
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mne telle équation, et soit n le degré de l’homogénéité. 
On pourra mettre I’équation (1) sous cette forme 


dy dy - dry 
dx dr dzx™ 
(2) y"9 7? yee Sy —= 0. 
Faisons 
r= efuds 
d’ou 
dy 
— pfuds 
qe clus x 
d?y 


er ar 


eeervcreereeteoeensneet i eoeawvesvseseeee eevee 


d* ? 
ay — efads (ss + 3u du +1); 


En substituant ces valeurs dans |’équation (2), on aura 
évidemment une équation différentielle de l’ordre m—1. 


. 576... Exespre. 


. dl 
Posant y = eJ*“*, et substituant les valeurs de a et de 


a 
= trouvées plus haut, on aura 


ou 


xrdustudr v2? —y] 
——___—_— + —___— 
dx, x 


Posons ux = 2, il vient 


dz 27—1 





> t+ =o 

dx x 4 
ou, en séparant les variables, 

dx dz 

—-— -_—_— 0; 
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Pintégration donne 








577. On traite de la méme maniere toute équation 


ely %, UY. SY\ =H, 
oe’ de ? dz" , 





qui est homogéne par rapport aux indices des différen- 
ticlles, c’est-a-dire dans laquelle la somme des indices 
des différentielles de y est toujours la méme;, car si l’on 


dy Ye . . ‘ 
sec 5 
pose — = p, l’équation deviendra homogeéne par rapport 


\ dp d'*p d™—' p 
P.. 7? — 5 ese 3 _ e 
dy dy? dy™—' 





Exemp re. Soit 


(1) 


dty 


Wz? =S (yr) (2) 


, . -  . ap ; 
Cette équation revient 4 p iy = f(y) p*, ou 


(2) ? —fly)=0, 


, ° 1 . ‘ . dp Si Ny f, e 
equation lomogene par rapport a p eta dy 110n fait 
pa efit dod dp = uesady 

9 dy 3 


on aura, en portant ces valeurs dans |’équation (2) et 
supprimant le facteur commun e/"47, 


u=f(y); 
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donc 
P = I eI, 
Cc 


et, en intégrant de nouveau, 


r—e4+e f e108 dy. 


EXERCICES. 


1. Intégrer | *équation 
(y+ y?dz") 
adyidx pytde —yd'yda =” 
ou x est la variable indépendante. 


SQLUTION : 





SL ee y—e 
eae'+-Vacy c? +- arc COS y 


2. Intégrer Véquation 


dz'dy — xds'd?y = adxds Vd? x) + (d*y)’, 


dans laquelle ds = ¥ dc? +- dy’, ot $ est prise pour variable indé- 
pendante. 


I 
SOLUTION : y= sole + ayr+ec’. 
3. Trouver la courbe dont le rayon de courbure en chaque point 
est égal a la distance de ce point a un point fire. 


SoLuTion : L’équation du premier exercice ou |’on mettrait r et @ 
a la place de y et de x. 


4. Intégrer Péquation 

ay dy d*y 
dx =I dx da? 
SOLUTION : 


F(y)= "7, o(y) = afFly)ay, 
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INTEGRATION DES EQUATIONS LINEAIRES SANS SECOND 
MEMBRE. 


Definition. — Propriétés de l’équation privée de second membre. — 
Equations a coefficients constants. — Cas des racines imaginaires iné- 
gales. — Cas des racines égales. -- Méthode de d'Alembert. — Autres 
métkodes. 


DEFINITION. 


578. On appelle éqguations.linéaires les équations dif- 
férentielles dans lesquelles la fonction cherchée et ses 
dérivées n’entrent qu’au premier degré, et ne sont pas 
multipliées entre elles. 

Leur forme générale est 
ay 


dn de 
(1) gat Pe + Oger te +T2 +Uy=V, 


P,Q,..., T, U, V désignant des fonctions de zx. 


PROPRIETES DES EQUATIONS LINEAIRES PRIVEES 
DE SECOND MEMBRE. 


579. Nous considérerons d’abord |‘équation privée de 
second membre 
a™ yx d™—'y dv 


() Gen +P ee + Oe 





dy __ 


Si des fonctions particuliéres ¥4, 2.++) Yn Satisfont a 
cette équation, la somme de ces fonctions, et méme la 
somme des produits de ces fonctions par des constantes 
quelconques Cy, Cs,...5 Cn) y Satisfera également. 
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En effet, si l'on pose 


YEaYr + OrJat..-+OnSns 








on aura 
dy dy, dy; ay, 
de Oe 18 Ge Tot eg 
d?y d*y, My, dyn 
dct Get 1 Ge Pee Fe 
d™y d™y, d™ y, d™ )'. 
lr gm Te i Oa 


La substitution de ces valeurs dans Péquation (II) lui | 
fait prendre la forme 











d™y, d™—' yy dy, ; 
« (T + PS +...+TO~ +Uy, 
d™y, d"—"y, dy, | __ 
+6(Tl+P imi +. TZ 4+ Uys) +... 


Or, chacune des parenthéses étant nulle par hypothése, 
Péquation se trouvera satisfaite. Cette propriété n’appar- 
tient qu’a l’équation privée de second membre. 


580. I] suit de la que sil’on connatt m solutions par- 
ticuliéres de l’équation (II), on aura Vintégrale géné- 
rale en posant 


SHuYNi Fase t..- t+ CaYms 


pourvu que l’on puisse déterminer les constantes de ma- 
d™—'y 
da™—' 
pour une valeur quelconque de x (n° 582). 

Ces conditions ne pourraient pas étre remplies s'il 
existait une relation linéaire entre quelques-unes des 
fonctions y;, 7s,-. 25m: Par exemple, si l'on avait 


des valeurs arbitraires 





niére a donner ay, o.. “ 


; Js = ay, —- by:, 
On aurait 


JF =(e + acy) y, + (¢; + bes) J t+ Oy ete ee t+ Cn my 
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et cette expression, ne renfermant que mm — 1 constantes 
arbitraires, puisque c, + acy et c, + bc, ne doivent comp- 
ler que pour deux constantes, ne peut pas étre ]’iutégrale 
générale de l’équation (II). 


O81. L’équation linéaire étant homogéne par rapport 
ay et a ses dérivées, on peut en abaisser l’ordre d'une 
unité, en posant y = e/*4* (575); mais elle cesse d’étre 
linéaire. Elle prend alors la forme 

d™—'u 


adr™—' 


(IIT) +... (ut Pu™—'+ Qut +...+U) =0. 


Cette équation est plus compliquée que la proposéc, 
mais elle fait découvrir plus facilement certaines inté- 
_grales particuliéres. Ainsi, quand une valeur u = r, indé- 
pendante de z, annule le polyndme 


(1) u® + Pu®—'+ Qu™?+,..+U=—f(u), 
Péquation (III) est satisfaite, par vu =r, car les dérivées 
dul au qn sont nulles : par conséquent I’équa 
dz’ drt” ae *P q 1 


tion (II) est satisfaite par y = ces¥es — ce", 





EQUATIONS LINEAIRES A COEFFICIENTS CONSTANTS. 


582. Dans le cas ou P, Q,..«, T, U sont des constantes, 
Péquation f(u) =o n’admet que des racines constantes 
Tt, Try+++) Tm: En les supposant toutes différentes, on 
aura m solutions particuliéres ¢"7, e*,..., e™=*, et Pin- 
tégrale générale sera 


(2) Y = ce* + c,eF +4... + cge"™*. 


Pour le démontrer il suffit de faire voir qu’on peut 
déterminor les constantes cy, cy,.-+, C, de maniére que, 
pour une certaine valeur de x, par exemple x = 0, la 
fonction y et ses m — 1 premiéres dérivées aient des va- 
leurs arbitraires 5, b’,..., b("-"), En effet, de Péqua- 
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tion (2) on tire 


d 

(3) Fe CO OH. teu Tu eimt, 
& 

(4) — =e,rieM+terie*® +... + Caren, 


et, par conséquent, en faisant x =o dans les équations 
(2), (3), (4),..., om aura 


C+ er + ey +... tty =O, 
Cy C2 Pa Cg Fy H+ ene = 0, 


(C) (ari teri ter? +... tear 6", 
e 


Cc" pnt te gry + eyry* +. ee + Carn — b("—1), 


Multiplions ces équations respectivement par k, k’, k”,..., 
k=—*) et 1, et ajoutons-les : en posant 


kot Mr kh rte. tb ken pet + or = 9 (r), 


on aura 
9(71) Hee (r) +... + eng (7a) 
= hb + KB! + AY +... 4 ("), 


On éliminera cy, ¢3,..., Cn) em prenant pour 9 (r) une 

fonction telle, que 9 (73), 9(7s),-- +5 9 (7m), soient nulles, 

mais que 9(r,) soit différente de zéro. Ces conditions 
seront remplies si l'on pose 


q(r) =(r—71)(r—7y)...(r— ra) = AD, 
d’ou 
e (1) =Si(r) 
et 
= Bim") te ANON + ki 6! + kb 
_ fn) 


On aurait de méme ¢y, c3,.- , Cm. Toutes ces constantes 
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ont des valeurs finies et déterminées, puisque f” (7:), 
F'(ra)y- +05 f' (Fm) ne sont pas nulles (*). 

Si l’on donne les valeurs 5, 5',..., b"-', de y et de ses 
dérivées pour x = a, on remplacera, dans I|’équation (2), 
x par (x —a) sans changer les constantes, car l’inté- 
grale (2) peut évidemment s’écrire 


_—— Cy eft (2-4) ~|- Cy e”s(s-4) +. ee + c, ern (2-4), 


En prenant ensuite les dérivées et faisant x = a, on re- 
trouvera les mémes équations (C) pour déterminer c,, 


Caygeery Cme 


EXxEmPLe. 
P7 kl 
_ —2 —_— nary = 0. 
Ona 
r — n* — oO, 
dou 
rater, 
et . 


yroee*+ce™. 


CAS DES RACINES IMAGINAIRES IN&GALES. 


$83. Lorsque l’équation 
Sr) = + Pre +... +Tr+U>=0 
a des racines imaginaires, la formule 
yee + One F +... +e ein 


représente encore l’intégrale générale, mais elle renferme 
des imaginaires. Pour mettre Pintégrale sous une forme 
réelle, observons que les racines imaginaires doivent étre 





(*) On pourrait aussi démontrer ce résultat en observant que le déno- 
minatcur commun des valeurs des inconnues c,, ¢,, ¢,,-.-, Cm, dans les 
équations (C), est égal au produit de toules les differences des quan- 
tités r,, r,,r,,---, prises deux & deux, produit qui n’est pas nul, puisque 
aucune de ces differences n’est nulle (théoréme de Vandermonde ). 
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conjugées deux a deux si P, Q,..., T, U sont des quan- 
tités réelles. Soient donc ; 


mm=2z+6y—1, mn=a«—6y¥—1, 
on aura 


eet 4 cy e9® = eye +O2V—1 4 6 pax bxy—i 

=e (c, + ¢,)cos6.z2 + v¥—i(e, _ c,)sinéz], 
ou bien . 
e,e'* + c,e"s* = (Acos6.z -+ Bsin6x) e*, 


en posant A = c, + ¢;, B= (c, — cy) J—1: Aet B dé- 
_Signent des constantes arbitraires que l’on peut toujours 
supposer réelles. 
On peut encore écrire la somme des termes qui cor- 
respondent a deux racines conjuguées sous cette forme 


ce“* sin (62 +’). 


584. Exemp.zs. 


Y 


1° ai + ny =— 0, 
r=stay—1, 
ye, erv—! 4 6, emay— = Acosnr + Bsinaz. 
° Py ay 
2 dei dg — °F = 


L’équation en rest 
on en tire 
et par suite, 
yace*+e* [ Acos (x 2) + Bsin (x f2)]. 
CAS DES RACINES £GALES. —- METHODE DE D ALEMBERT. 


585. Lorsque ’équation 
(3) r= -t- Pr + Qe? +... +Tr+U=0o 


- 
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a des racines égales, Jes termes correspondants @ ces ra- 
cines dans la formule 


(2) JY me e8tF + cg ef +... Hey mF 


se confondent en un seul, et on n’a plus l’intégrale géné- 
rale, puisque Je nombre des constantes arbitraires est in- 
férieur 4 m. On peut cependant déduire de cette méme 
formule l’intégrale générale en considérant d’abord les 
racines comme ayant une dilférence qu'on rend nulle 
aprés avoir fait subir a expression une transformation 
convenable. 

Pour faire comprendre ce procédé par un exemple trés- 


. pqs - d. 
simple, proposons-nous de déduire |’intégrale f — =Ix 


m+i 
quand m = —1. Posons m = —1 +A; nous aurons 


de Vintégrale fxd ae + C, qui devient illusoire 


Mais 
Amit hle+ ~ (leP+...; 
donc 


hi? 


a (Ize 





ac 1 h 
—_— —_ 3 
fiac+jztle+ — (lz) + 


1 
et, en représentant C +- 5, par ¢, 





dx h he? 
— — ———e— 3 »)3 ervee 
{= e+ la + ——> (le) + 3 (le) + 


Donc, si l’on fait h = 0, on aura 


di e 
A g 


586. Revenons maintenant aux équations linéaires, et 
supposons r, = 7,. On peut altérer infiniment peu les 
cocflicients de l’équation (II), n° 579, de maniére que 
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Péquation (1) f(«) =o n’ait plus de racines égales, Alors 
onarg=r, +h, et 


y= pen® +. C, estths 4 oo, eres +...+ Cy, e*, 


ou 
xy =(C, +- C, e**) EF te eget +t germ 


h? 
=e (G+ G+ G,he + 6 +...] 
+ ceF +. .+ Cy erm? 5 
ou bien, en posant 


C, -+- C, =C, CLh=c’, 
on aura 


, , xz xr 
yore le+teer+ch—+dh +e. 
1.2 1.2.3 





+ CyeTtF +t Cg em* 

cette valeur de ¥ satisfait a léquation différentielle quel 
gue soit h. Donc, en faisant h = 0, on aura 
(3) yome'*(e+er)+c,eF+... + cg, 
expression qui renferme m constantes arbitraires dis- 
tinctes quand 7, 73, 7s,+-++5 Mm sont des racines diffé- 
rentes. 

Quand trois racines sont égales, on suppose d’abord 


l’équation modifiée de maniére que deux racines seule- 
ment soient égales, ce qui donne a l’intégrale la forme 


ymet*(C + Cx) + Ce 7+ Cye*F +...+ Cems, 
Puis, supposant r,== r,-+ fh, on aura 
hi? C, A} 
raer|C+G+(C4+Gh)e+ oo 2 x? + —— 8. | 
+ ¢,eF +... +4 06, eft > 


C, 2? 
ou, en posant C + C,=c, C'+ Cyh=c', — =", 


"h 
yoer(etes +c" x? + Sat. ae beeas 


équation qui devient, pour h =o, 
(4) yore (e+ ca + e"x?) + ye t+... +ene, 
Stcax. — An., Ih. 8 
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On trouverait, de la méme maniére, que si 1a racine r, 
était quadruple, il faudrait remplacer les termes qui sy 
rapportent par 


ei (eter + ce x4 ec" 2), 


expression qui renferme quatre constantes arhitraires. 


DEUXIEME METHODE. 


587. Lemme. u et v étant des fonctions de x, si l’on 
cherche les différentielles successives de uv, on arrive par 
induction a Ja formule 


d"( uo) = ud"v + ndud"—'y +. n(n ~1) 
1,2 


d?ud*®*—o + «+. 
+ nd"*“udv + ovd"u, 
ou a la formule symbolique 
d" uo = (du 4+- dv)™, 
en remplagant dans le développement du second membre 
les exposants des puissances par des indices de différen- 
tiation, et en admettant que d°u =u. 

Pour faire voir que cette formule est générale, il sufft 
de montrer que, si elle est vraie pour l’indice 7, elle est 
encore vraie pour |’indice 7-+1. En effet, soit kd?ud"-?y 
un terme quelconque du développement de d"uv. On 
aura 


d"uo =) karuare, 
De la on tire 
dup =i det d*-Po + kdPud*-P+'0), 


ou, sous une forme symbolique, 
a**' ue =) k du? duv*—? ( du +- dv) = (du + ao) k duP dv*®?, 
Mais, par hypothése, 


yi duP du'—? — (da + dv)"; 
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on aura donc 
d**' ue = (du + dv)(du + do) = (du + dos, 


ce qu'il fallait démontrer. On démontrerait de la méme 
maniére la formule plus générale 


d*(uo...%)—= (du + do +...+ dz). 
588. Autrement. Le coefficient k dans ]’équation 


*(1) due) kdrudte 


est un nombre indépendant de la nature des fonctions u 
et v. Soit alors u = e**, v = e**, on aura 
A* uv = dr elarbis — ofa+b)s (@ +. b\rdrr, 
et, en observant que p + g = 7, l’équation (1) deviendra 
(a + order) & aP bidxt+1; 


ou, pulsque p + 7 =7, 
(a+ 6)" =i aP b*-P, 


Ainsi, les coefficients de d* uv ne sont autre chose que les 
coefficients de la n‘*"* puissance d’un binédme. 


589. Revenons a l’équation 


d™y d™—'y d™—?y¥ dy 

da dz*—' dx”? TE Ge + C=O 
Remplagons y par uv. L’équation, ordonnée par rapport 
a la fonction u et a ses dérivées, deviendra 








d"o d™—\o dn* dv 
(Si +P +e Tat. +7 E+ Ue) a 
1 d™—'@ dt 9 du 
+i as + (may ete | 
d*-*o d™3y Pu 
+ S| elm 1 St (mm 2) PT Fee ee oO 
' a" u 
+ —[m(m —1)(m—2) 2 1.0} 7 =, 
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ou bien 

en posant 
eee ee eee 
V,=m —= + (m —1)P + (m—2) Qo +...4 To, 
V,.=m(m—1) — + (m—1)(m — a) PT +...+1.2.5e, 


@eeeseaesneneeeewseeserea eevee eee nrsekteosererzreesenseaerrene erceee @ 


Le développement (2) est analogue a celui d'une fonc- 
tion de x dans laquelle on remplace x par x +- A; car on 
voit que les polynémes V., Vi, Vs,..., Vn se déduisent 
du polyndme 

om + PpBt4...4+ To +U 
ei de ses dérivées, en remplagant v™, v™~',..., 4, ¥* par 
d™e d™—y do 
dx” dz” dz 

590. Maintenant, si l’on pose » = e’*, et que l’on 
supprime le facteur commun e’, l’équation (2) prendra 


la forme 


\ yp A d°n . d"u 
(3) f(rut+f (r} = + f"(r) qa tie tay =O 


J(r) désignant, comme plus haut, le polynéme 
mi Ppre-t4 Qe? ...4+Tr+u. 

De la résultent les conséquences suivantes: 

1° Si 7, est racine simple de l’équation 

I(r) =0, 
on satisfera a ]’équation (3) en faisant 
ror, U=ty, 

c, désignant une constante; d’ou 7 = c,e"*, 

Donc, si toutes les racines sont inégales, on aura m in- 
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. tégrales particuliéres contenant chacune une constante 

arbitraire, et dont Ja somme formera ]’intégrale générale. 
a% Si r, est une racine double, f(7,), f’(71) seront 

nulles, et l'on satisfera 4 I’équation (3) en posant 


-— dtu 
=N, Pr} — dO, 
d'ou 
u=e+edxr, yoe'*(c+ecx). 
3° Sir, est racine triple, f(r:), f’(71), f" (71) seront 


nulles, et l’on satisfera a )’équation en faisant 


d’ou 
e—etecast cx’, 
yoo (ce+ecx+ c"x"), 


et ainsi de suite. 


TROISIEME METHODE. 
591. En substituant e”* a y dans le premier membre ° 
de Péquation 


d™-'y avy dy 
—_ —~ ly — 
pao + QT +...+T7 +Uy=0, 





day 
(i) 5+ P 


on a identiquement 


d™ @& d™—'| ef de a 
(tr) Ta +P ae +...+T lx + Ue*¥ =e J \r)- 








Différentiant par rapport a 7, on aura 


amet2 | d™ etx a 
(2) Ee +P +... tUeterme*(f'(r)+a2f(r)]; 


puis, . 
a™ ef? x a®—' ef x? 


————— +... i ol 
(3) dx +P dx! + +Ue 


= oF [f"(r) + az f(r) + 27f(r)), 


et ainsi de suite. 
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a 


L'équation (1) montre que l’on satisfera a Véquation 
différentielle (II) en posant y = «7, r, étant une des 
racines de l’équation f (7) = 0. . 

Si r, est racine double, on a f’(r,) = 0, et la rela- 
tion (2) montre que l'on peut prendre y = e’:" x, ce qui 
avec e”'* fait deux solutions. 

Si 7, est racine triple, outre les deux solutions dis- 
tinctes déja obtenues, on déduira de |’équation (3) !a so- 
lution y = e"* x*, et ainsi de suite. : 

Donc, achaque racine multiple correspondra un nombre 
de solutions égal 4 son degré de multiplicité. En multi- 
pliant toutes ces solutions par des constantes, et les ajou- 
tant, on aura lintégrale générale. 





EXERCICES. 
ony 
4. dein —- yo. 
SOLUTION : 
Jy = Cex+ C'e-* 
k=n—1 
kn a 
mn y Fake [cx cos (« sin =) + Ci sin (= sin =)I- 
k=i1 , 
dry _ 
9. Ga = Oo. 
SOLUTION : 
‘= C+ Cyr + Cg x?+. ot Cy_y r"-,” 
dé 
3. 2 +852 + 16y =o. 
SOLUTION : 


Y = (C+ cy L) coSax + (Cy -+ c3x) Sina. 
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QUARANTE-SEPTIEME LECON. 
INTEGRATION DE L’EQUATION LINEAIRE COMPLETE. 


Réduction de l’équation compléte a l’équation privée de second membre. 
— Cas ob les coefficients du premier membre sont constants. — Abais- 
sement de l’équation linéaire quand on connait un certain nombre 
d’intégrales de l'equation privée de second membre — Autre méthode. 
— Equations linéaires que ]‘on sait intégrer. — Propriétés de l'équa- 
tion du second ordre. 


REDUCTION DE L EQUATION COMPLETE A L EQUATION PRIVEE 
DE SECOND MEMBRE. 
592. Soit 
d"y d*™"'y 
(1) au™ +P da*—' 





dy 
+...+T 7 + Uy = F(z). 


Posons 


(1) y= fo sde, 


z étant une fonction de x et de « tellement choisie, que 

dz dz d™—2 
*> i’ de? ” daz”? 
lon ait pour cette méme valeur 


soient nulles pour « = x, et que 
A"—"z 
Gant = F(z). 


Ces conditions étant remplies, on aura 


dy * dz 
z= f 7 a d- 2, 


z, désignant la valeur que prend z lorsque « = x; mais, 
par hypothése, cette substitution annule z; donc 


dy * dz 
(2) z= To} 


On aura ensuite 


d’y *d*z dz 
=f Gada+(S) 
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e dz ° ° ,_ 86 
mais (3) = 0; par conséquent l’équation précédente 
x 





da 
se réduit a 
d? 7d? 
(3) a7 — c a3 
dx? ° 
on trouve de la méme maniere : 
d*y * dz d™—"'¥ =d°—'z 
— = Ut,e03 OT —— da, 
dx J dx da" J, dx 
(4) 


d"y 7 d"z 

wra{ aon 22 + F(z). 
En substituant ces valeurs dans I'équation proposée (I), 
on a 


* [dz d™—'z ds 
(5) f (S24 PSS 4...47Z+Us)da=o, 


et il suffit, pour que l’équation soit satisfaite, que Von ait 


d"z d™—"z . dz 
(4) Soa +P Gaga te +I G+ Ur=o. 


Si, outre les conditions citées plus haut, 2 remplit cette 
x= 
nouvelle condition, y = f zdae sera une intégrale par- 
0 


ticuliére; en la désignant par u, et posant y = UV, 
l’équation (I) deviendra 

d™u d™—' y . d™ 
E + Poet +...+Uu— F(2) |+ da +...+ Uv =o. 
Or, la premiére partie du premier membre de cette équa- 
tion est nulle par hypothése; donc !’équation se réduit a 


a™ d™—! dv 
(II) oe Po TS + Ue =o. 


daz da 


Et si l’on peut intégrer généralement cette derniére équa- 
tion, u-+ v sera l’intégrale de |’équation proposée (I). 
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CAS OU LES. COEFFICIENTS DE L'EQuaTION (II) sont 
CONSTANTS. 


593. Quand on connaitra lintégrale générale de I’ équa- 
tion (IT), en y remplagant x par x — a, on pourra pro- 
titer del’indétermination des constantes arbitraires qu'elle 
renferme pour remplir Jes conditions indiquées plus haut. 
C'est ce qui arrive lorsque les coefficients P, Q,,..,T, U 
sont constants. 

En effet, r1, ray Ts5--+) Mm Etant les racines de l’équation 
(1) J (r)S r+ Pro's... 4+ Tr+U=0, 
on pourra écrire 

t= Ce F—8 4 CeO 4 4 Cela), 
et pour satisfaire aux conditions dont il s’agit, on posera : 
C, +C,+. . + C, =—09, 
Corn+C.r,+...+ Carn = 0, 
C,r? + C,r3 +... -+C,73,=0, 


C, r™—-2 + Cyr 4...4+ Cr" = 0, 
Crt + Cyr +. + Car! = F(a). 
En opérant comme au n® 582, on trouvera 
F (2) F («) F (a) 
Finy = Fay Fy 
et, par conséquent, 
Fiale*@—®) P(g) oF —4) F (a)efm(F—@) 


~~ fn) Pn) fre) 


I(r) 
On aura done { zda, ou 


eflt—a) p | eV 2—4) B (a) ¥ ofs(2—a) F(a) 
y=‘ yin) dz +f —Finy dat... 


elm (72) Bg ) 
7 +f Fim) 





C,= 
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Mais on n’a ainsi qu'une valeur particuliére a laquelle 
il faut ajouter lintégrale de l’équation 


dvv d"—‘y ci Ur— 
de gent Pe det 9—O0O, 


laquelle est 
eee ce Ht Cn nt, 


C4, Ca,---,C, désignant des constantes arbitraires. Ajou- 
tons cette valeur au second membre de l’équation (2) et 


observons que 
f eM (4 —&) F(g) da one 
eee regents ec i 
o F'(r1) 
peuts écrire 


e'1* Jeeta +{o ese P (2) da] 
f(r) 


ou, en remplagant ¢, f"(r;) par ey, 


vele+[ e—""F (a) wr leee) 


? 


ne ic) ee 
il en résultera 
| e* E + im (a) da] 
a i) 


ate +f eT (a) aa | 
(3) a 
f( 


id a hn F ( “}da] 
J’ \rm) 


Ainsi, dans le cas des coefficients constants, l’intégrale 
de léquation (I) s’obtient par des quadratures., 
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CAS OU L’ON CONNAIT UN CERTAIN NOMBRE D INTEGRALES 
DE L EQUATION PRIVEE DU SECOND MEMBRE. 


594. Si l'on connait m intégrales particuliéres y,, 
Ya5-+ +> Xm, de Péquation 


am d™=— dy 
7+ Q7 4 +.,.47T24+Uy =o, 


() Fete Tar + OTs 





on aura 
y= Gy, + Cy: +.. + Ca Yas 


C,,C,,..., C,, étant des constantes arbitraires. Or, on 
peut sup poser que cette valeur de y satisfasse a )’équation 


(I) ol 4 ae +72 +uy=y, 

en regardant C,, C,,...,C,,, non plus comme des con- 
stantes, mais comme des fonctions inconnues de x, qui 
n’ayant 4 remplir qu'une seule condition, savoir que la 
valeur de y satisfasse a |’équation (I), peuvent étre liées 
entre elles par m—1 relations tout a fait arbitraires. On 
choisit ces relations de maniére que la détermination des 
fonctions C,,C,,...,C,, n’exige que de simples qua- 
dratures, 


Ona 
d l 
z=, 464+ On 2 
4 dC, dC, 4 ‘Cs 
Te ae I ae 
Posons . 
dC, dC, dCn 
(1) Si eee so ee a Po 


Alors, on aura simplement 


dy ays . ay, ° 
mo “w +O, 7 +. On 
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e d q 
et cette expression de est la méme que dans le cas ou 


C,, C,,...,C,, sont des constantes. 
On aura de mémne 











dy, @y d?y, d? Ya 
do dx? C, dr? -+ Cn d.r* ? 
en posant 
dy, dC, dy, aC, dyn dC,, _., 
(2) te Ge + ae ae te ae 83 
puis 
dy _ d*y, d*y, d* yx 
a dae + Oe be He dx’ 
en posant 
d*y, dQ,  d*y, dQ, A? ¥_, dC, ‘ 
3) teeta a@ tt ae ew =° 


On continuera ainsi 4 former les dérivées de y jusqu’a 
a™—'y 
ax™— 

des termes qui renferment les différentielles de C1, Cay, vesy 


C,,. Enfin, on aura 


- inclusivement, en égalant toujours a zéro la somme 








d™y d™ ba nt" Yn 
qe Oe + a rrr dam 
oy dC, d™—y,dC, d"—y, aG, 
dr" de d"—" dx dx dr 


: dy d"y ., 
En substituant ces valeurs de y, a oh l’équa- 


tion (J) devient 








d™—'y, dC, d™—'y, dC, q—! Iu dt, _ 


dzx*—' dz dz®— da Hee. dx™—" dx 
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Or, les polynémes qui multiplient C,,C,,..., C,, sont nuls 
par hypothése : I’équation précédente se réduit donc a 


(m d™—'y, dC, ad™—'y, dC, A" my dC, __ 4 
ax dx da" de ''' + “di™' de * 
- . dC, dC, ' dCy 
On a ainsi, pour déterminer a? de?” ae? les m 


équations (1), (2)...., (a). Supposons que leur résolu- 
tion donne . | 


d d aCr 
=X, AC, _ C = 
iM og 


il en résultera 


Gat [Kae Gaa+ ff gAL ys sey 


et, par suite, 


y= (+ [Xde) y+ (+ Kidz) y, +... 


§95. Si P, O,..., T, U sont des constantes, on peut 

’ , on p 
prendre yy = e'*, Y_ = C8 oey Yen O75 My Vay eeey Vm 
étant les racines de |’équation 


J (r) =r" + Pr®' + Qre 7+... .4+Tr+U=o. 


Dés lors les équations (1), (2),..., (m) deviennent 








d d 
ene TE 2d + efms Cn og, 
dr dv 
rere eet oe +7, ems 2m oO 
' dx i. “ dc’ 


d dC, - d 
rim ens ~ + rites — +e Er terms —_ =V. 


Par lz méthode d’élimination déja employée (882, 593), 
on aura 
dC, Vv 


"da Flny’ 
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d’ou 

C,t | Verde 
F'(r) 


On aurait de méme C,, C;,..., C,,, et, par suite, 


Cc, = 


tH coe, 


rn iT) fny 
ce qui est, au fond, !a formule (3) du n° 593. 


596. Exemp.e : 





dty 
dz? my=V 
Ici m= 2, 7, = 7, r, =—a. L’intégrale générale sera 
donc 
y—e™ (« + wa vem ar] +- e~™* (« — Verde) . 
2K 2Rn 


597. Si lon connait seulement m—1 intégrales par- 
ticuliéres de |’équation (II) (n° 594), il sera possible de 
ramencr l’intégration de équation (I) a celle d’une 
équation linéaire et du premier ordre. 

En effet, supposons, pour simplifier, que l'on ait a 
intégrer l’équation de quatriéme ordre 

d'y dy d*y TZ 


(1) gn tP a5 t+ Qa 5, + Ur=V, 





et que l’on connaisse trois intégrales 71, 72. ys de l’équa- 
tion privée du second membre 
BY  pPy oo tr 
(II) art +P xe +Q art + 
On représentera encore, l’intégrale générale de l’équa- 
tion (I) par 
y=GQ7,+6.7,+ Crys, 


C,, C,, C, étant trois fonctions de x qui, n’ayant a rem- 
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plir qu’une condition, peuvent étre assujetties a vérifier 
deux relations arbitraires. 
Si nous prenons ces Joations de telle sorte que les 


dy 
expressions de — et de © —— soient les mémes que si C,, 


C, et C, étaient "les constantes, nous aurons 











fant oot +08 
or 0 4p ot pS, 


En substituant ces valeurs dans }’équation (I), et sup- 
primant les termes qui se détruisent par hypothése, nous 
aurons 

d*y, d’y, aC, d’y, d'C, 
(1) (23 pa) Te oes det dat 








+...=V, 


et il faudra jOindre a cette équation les deux suivantes : 


2) dC, _ dG dC, —o 
( dn?! > Pa ’ 
3 dC, dy, dCs dy ds dys _ 
(3) dx dz dr dx dx dx 
d 

= des 


” e ° dC, 
De ces deux équations, on tirera pour —— et 
dz 


valeurs de la forme 


dc, dQ dO, . ad, 
de Ge? ae ae 
° C; “ ’ 
En les substituant a 2,5 —— dans ]’équation (1), on ob- 


‘ dC . ope 
tiendra, en posant —~ = z, une équation linéaire de la 
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forme 


on aura de plus 


C,=e, + X; zx, Cc;= Cs -+- X; zdaz. 


La valeur de z contenant déja une constante arbitraire, 


la valeur de y ou C,y; + Cay, + Cyys en contiendra 
quatre. Ce sera donc l’intégrale générale. 


598. Si l’on ne connaissait que m — 2 intégrales par- 
ticuliéres de ]'équation (II) (894), on serait ramené a 
Pintégration d’une équation linéaire du second ordre. 
En effet, soient 7, et 73 les intégrales connues de 
Péquation (II) (597) supposce du quatriéme ordre, et 
représentous par 

y=Qy+Gy, 
l’intégrale cherchée; comme on ne peut établir entre C, 


e e e e d 
et C, qu’une seule relation arbitraire, exprimons que = 


ala méme forme que si C, et C, étaient des constantes, 
Les fonctions C, et C, seront déterminées par les équa- 
tions 


dC, dG, _ 
(1 arr ty: dx? 
d*C, d?C, dC, dsC, 
(2) G4 +tHoT tla +R + =, 


G, H,..., étant des fonctions de x. De la premiére on 
oy 0 = OC 
déduira — 

da 
aura une équation ou C, n’entrera que par ses dérivées 
° dC, d*C, d*C, 


C, rg e 
» 57 7, * Alors, en posant ——~ = 2, cette équation 


dC . 
= X, = » et substituant dans la seconde, on 


dz 
prendra la forme 
diz dz 


. qa tPRZ Tu" 
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Cette derniére équation étant intégrée, on aura 


C, =e, + J zdz, 
et ensuite | 


C,; =e, + X,zde. 


Comme z renferme deux constantes arbitraires, on voit 
bien que C, y, + C, 7, en contiendra quatre. 


599. En général, si l’on connatt n intégrales dis- 
tinctes de l’équation linéaire privée de second membre, 
on pourra ramener l’équation compléte a4 une équation 
linéaire du (m— n)*"* ordre. 

La démonstration de ce théoréme général est suffisam- 
ment indiquée par ce qui précéde : c’est pourquoi nous 
nous bornerons 4 examiner le cas particulier ou lon ne 
connait qu’une seule intégrale y, de l’équation (II). Nous 
poserons alors 

y=Gy, 


et, en exprimant que cette valeur de y est une solution 
de l’équation (I), nous aurons 


d™—'¢, dC, 


a™ 
Grp eG +...+T, 5 


(1) daw pai ="; 


les nouveaux coefficients P,,..., T,; se formant comme 


on I’a dit n° 589. En posant 


Péquation (1) se réduit a 


d™—u dad" 4 
(2) Gan TR tee + TeV, 
équyation différentielle de l’ordre m—1. Ainsi, l’ordre de 
Péquation proposée sera abaissé d’une unité. L’équa- 
Stcam. — dn., Il. . 9 
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(2) étant intégrée, on aura 


C=a+ | udr, 


var suite, 
raapty fade, 


a valeur de u contenant (m—1) constantes arbitraires, 
2 de y en contiendra m; ce sera donc l’intégrale gé- 
ile. 


AUTRE METHODE. 


00. Le cas particulier que nous venons d’examiner 
net de démontrer le théoréme général énoncé plus 
t (899), et fournit une autre méthode pour abaisser 
dre d'une équation linéaire. En effet, appliquons le 
ne procédé a l’équation 
ana dau 


p 
gen +l as 





+...4+T 4 =V. 


tu, une solution particuliére de l’équation 


da du 
gar (Pa tee +Tie =o. 
faisant 
aX 
e= 
=a" 


épendra d’une équation linéaire de l’ordre m — a, 


mt 





dma, dma ans 
aa ta tO gaa te SS, 


= bu, + u fra, 
par suite, 


yaar tty fudeto [mde fede, 





‘on aura 
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ou 
J = ay, + byi+ Gy 


nan | ade casi fade fede. 


La fonction désignée ici par y, satisfait 4 l’équation 


en faisant 


m™ m—' 
(3) or po 4...4Uy =o, 
car si l’on suppose V nulle, on peut prendre z =o, et 
par conséquent £ = 0, ce qui réduit y A ay, + by, ex- 
pression dont y, est une valeur particuliére. 
Reéciproquement, on trouvera une fonction telle que u,, 
si l'on connait une fonction y2, différente de_y,, qui satis- 


fasse 4 |’équation (3). Il suffira, en effet, de prendre 


a” 
a —__7! 
i= az 9 
d2- 
puisque u = _ se change en u, si V = 0, et qu’alors 


¥1 est une valeur particuliére de y. 
L’équation en z étant de l’ordre m — a, on cherchera 


o 


une valeur Z, qui satisfasse a ]’équation 


(4) 


d™-2 zZ Aa=-3 zZ 


qa + Ps oo +-...+5,s=0, 


et l’on aura 


saen ts fede, a 


d= 


. z 
en faisant ¢ = —, d’ovt 
dx’ 


x ay, + by, + cy, +4, 


Js Elant encore une solution particuliére de l’équation (3), 
ct ainsi de suite. 


Q- 
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On pourra donc abaisscr Vordre de l’équation (I) 
(594) d’autant d’unités qu’on connaitra de solutions par- 
ticuliéres de l’équation (3), et V’intégrale générale de 
léquation (I) sera de la forme 


yoay,t+ by,4+...t+hyatd, 


A étant une solution quelconque de ]’équation (1). 
L’équation linéaire n’admet pas de solution singuliére, 

puisque la solution quelconque y = A se déduit de l'inté- 

grale générale en faisant nulles les constantes a, 4,... d. 


DE QUELQUES CAS OU LON PEUT INTEGRER L EQUATION 
LINEAIRE A SECOND MEMBRE. 


604. Si dans l’équation 


dy d™—ty dy 
(1) +P 4+... 4+ TS +=, 
P, Q,..., U, V sont des constantes, on fera y= a + 8, 
et on aura 

d"z d™—'z dz 

qa te ae +: + T+ Us=0, 


équation que l’on sait intégrer. 


602. Les coefficients du premier membre de |’équa- 
tion (1) étant supposés constants, si V est une fonction 
entiére de x, 

Az + Bet' +...+ Ge+h8, 
on posera 
yan + b+... tgr thou, 

et l'on déterminera a, 6,..., g, A, en exprimant que cette 
valeur satisfait 4 l’équation proposée, ce qui formera au- 
tant d’ équations quill y a d’inconnucs. Une premiere in- 
tégrale étant ainsi obtenue, on poscr ay = u+y,etvne 
dépendra que d’une équation linéaire 4 coefficients con- 
stants, et privée de second membre. 
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603. Si 


V=<Acosne + Bsinnez, 


A et B étant des constantes, ainsi que les coefficients du 
’ qu 
premier membre de |’équation (1), on fera 


xy —acosnz + bsinnz, 
ce qui réduit l’équation (1) a 
(aG + 6H) cosnx + (aK + &L) sinnz = Acoszr + Bsinaz, 


G, H, K, L étant des fonctions de n et des coefficients de 
Péquation. Pour que }’équation soit satisfaite, il faudra 
qu’on ait 

aG+bH=A, aK +b5L=B, 
ce qui détermine a et 5, 4 moins que GL — HK ne soit 
nul. L’intégrale générale sera 


xy = acosnzr + dbsinnx + 2, 
z étant l’intégrale générale de )’équation 


ane ant +... +72 4 Uz=0. 
dx adx*—' dc 
604. La méthode précédente est en défaut lorsque 
GL — BK = o. Dans ce cas, l’intégrale doit avoir une 
autre forme qu’on trouve par un artifice de calcul dont 
voici un exemple. Soit |’équation 


d7y 
(1) aa T= cose, 


on ne peut y satisfaire en posant 
¥y =acosz + dsinz, 
car on trouverait 


— acosx — bsinz +- acosx + bsinz = cosz, 


ou 
o=—cosr, 


équation qu'il est impossible de rendre identique. 
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Mais si l’on prend |’équation plus générale 
d*y 


(2) | Tar ty = cosnz, 


en posant y =acosnx + bsinnx, ona 


a({i — 7) cosne + 6(1 — n*) sinax = cosrz, 
d’ou 
I 


a= ) b=—0, 





1— 7 
ce qui donne la solution particuliére 
__ cosra 
=; 
D'ailleurs, Vintégrale générale de l’équation 
d?y 


de 1 7=° 


est (584) 


y = Ccosz + C’sinz; 
la valeur générale de y sera donc 


__ COS 72.2 
I— nn? 





+ Ccosx -+-C’ sine. 


Cette valeur deviendrait illusoire si ]’on faisait 2 = 13 
I 
1—n7' 





mais on peut écrire, en posant C = C” — ’ 


cosnzr — COSs.r 


y= +- C’ cosz + C’sinz. 


I1—n?n 


; ; 0 
Faisant n=1, le premier terme prend la forme 5? 


. . xsinaz 
mais sa vraie valeur est 


de l’équation (1) est 





; donc l’intégrale générale 


xsinz . 
y= 5 + C’sinx + C” cosz. 





605. On obtient encore !a valeur de y en remplagant 2 
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par 1— fh, et posant ensuite h = o, aprés avoir fait su- 
bir 4 lintégrale une transformation convenable. On a 


d’abord 


__ cos(xz — hz) bo 
— “h(2—A)_ + Ccosxr +C sInZ, 


ou bien 


coshx sinhr 
=1|C 4+ ———_~— ’ —____ I gj 
WA | ia”) cose +| +a fine. 


En développant en séries coshx et sinhz, il vient 


I = 1 ce 
=—{C ——___________ 
y + i(2—h) cCOSz 


hx ——WO+... 
+ | C’ + —_o sing; 
h (2 —h). ’ 


eu bien, en posant C” = C + (at) 


? 


a 3(2— a) » . [eos 


hz 


+] C+ = + sinz 
2 __ h 6 ( 2 __ h) ese oie 
Si maintenant on fait h = o, on retrouve encore 


xsinz 





-+- C’sinz + C” cosxr. 


606. L’équation 


am qm-i 
(1) son +P ty =V 





se raméne au cas précédent (603) quand on a 
V=Acosnz+ Bsinnx+A'cosn'x-+ B'sinn’z-+..., 
en posant 


y =acosna+ bsinnz + a'cosn'x + b'sinn'x +... 
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Lorsque V est de la forme Ae”*, on obtient une so- 
lution de I’équation (1) en posant y = ae" ; on trouve 
en général pour a une valeur finie, 4 moins que cette 
valeur de y n’annule le premier membre ; dans ce cas, 
on suivra une méthode semblable a celles qui ont été 


développées dans les n™* 604 et 605. 


607. On ne sait que trés-rarement intégrer une équa- 
tion linéaire a coefficients variables. Voici un exemple ou 
l’intégration peut s achever. 

Soit l’équation 





od 
+T(az+6)7 +Uy=o, 


P, Q,..-, T, U étant des constantes. 

Posons y = (ax + 6)’; substituons cette valeur dans 
Péquation (1), et supprimons le facteur (ax +- 6)’ com- 
mun a tous les termes, nous aurons 


r(r—1j(r—2)...(7r—m+1)a" 
+ Pr(r—1)...(r—m+a)a™"'=+...+U=0. 


(2) 


Cette équation, étant du degré m, donnera, en général, 
m valeurs constantes et inégales pour r; en les désignant 
parry, M'as-++5 my les expressions (ax-+-b)", (ax+ 8)",..., 
(ax + b)™ seront des solutions particuliéres de l’équa- 
tion (1), d’ow l’on déduira lintégrale générale 


xy =O, (ar + b)n 4+ C; (ax + 6) +...4+C, (ar + b)m, 


Toutefois, la forme de cette intégrale serait modifiée si 
quelques-unes des racines étaient égales ou imaginaires. 
Il faudrait alors se servir de procédés analogues a ceux 
que l’on a employés aux n™ 604 et 605. 

Au reste, on raméncrait I’équation (1) 4 une équation 
linéaire a coefficients constants en posant ax + b = et. 





QUARANTE-SEPTIEME LEGON. 139 


PROPRIETES DE L EQUATION DU SECOND ORDRE. 


608. Quand on connait une intégrale particuliére y, 
de l’équation 
ay dy 
(1) de (PG TQ 
les procédés des n™ 597 a 600 permettent de l’abaisser au 
premier ordre, et, par suite, de l'intégrer complétement. 
On peut encore opérer de Ja maniére suivante. 


On a, par hypothése, 


(2) cs 





d? d?y, d d 
(3) yot-y - +P(y ——y a2) =0, 


Véquation (3) devient 


(4) ae + Pu=o, 


d'ou, en intégrant, 


On aura donc 


dy dy 
5 — —y —_— f Pds 
( J dx J dz Ce“ ? 
ou 
d x CeS Pat dx 

ni yr 

et enfin, 
° ef Pds i] 
(6) yay toy, f SS. 
at 


, 
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609. L’équation (5) fait connaitre plusieurs propriétés 
de l’équation 


dy dy _ 
(1) ae t Pa + Qr =o. 


La constante C n’étant pas nulle, en général, suppo- 
sons C > 0: on aura 


dy dy, 
(7) Nia IG} 


4 ° s Ld o dy 
par conséquent, la fonction y et sa dérivée 7, ne peuvent 


pas étre nulles en méme temps. 


La méme propriété appartient aux fonctions 7, et ay 
dx 


- Deux valeurs de x qui annulent y, comprennent une 
valeur de x qui annule y. En effet, si _y, s'annule pour 
x =a et pour x = 4, on a dans ces deux cas, d'aprés 
Vinégalité (7), 


1£ 
—— <o. 
dx < 
Ainsi, y et = — sont de signes contraires; mais quand x 


croitde a ab, ia change de signe pour une certaine va- 


leur x = «a; done y doit aussi changer de signe avant 
que x ne devienne égal a 6. Par conséquent, la fonction y 
s'évanouil pour une valeur de x comprise entre a et b. 

De méme, entre deux valeurs de x qui annulent 7, se 
trouve une valeur qui annule 7;. 

Il suit de la que si l’on fait croitre x, les deux fonc- 
tions y et 7; s'annuleront, l’une aprés l'autre, alterna- 
tivement. C’est ce qu’on peut verifier sur léquation 


qui a pour intégrale 





x =Csine + C’cosez. 
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EXERCICES. 
d? 
4. a ae 
SoLurion J = Cer + Cle* — ; ze. 
| dty dy _ 
2. dai + 3a, +37 =a) 
SOLUTION : 
—_— t I ~3s eM da —s 'e-—2s 
7 31-2) 7 2° (+a + Oe + C'e- ‘ 
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RESOLUTION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES 
PAR LES SERIES. 


Développement par ta série de Maclaurin. — Méthode des coefficients 
indéterminés. — Autre forme de développement. — Intégration d’une 
équation différentielle par des intégrales définies. 





DEVELOPPEMENT PAR LA SERIE DE MACLAURIN. 


610. Etant donnée une équation entre y et quelques- 
unes de ses dérivécs par rapport a x, on peut, comme on 
Va vu (550), développer y en série procédant suivant les 
puissances ascendantes de x — a, et ce développement 
contient m constantes arbitraires, qui sont les valeurs 
de ¥ et de ses m —1 premiéres dérivées pour x = a. En 
faisant a = 0, on obtient une série ordonnée suivant les 
puissances ascendantes de x. Mais il peut arriver que 
certaines dérivées devenant infinies pour x = 0, la série 
soit en défaut, 4 moins qu'on n’attribue des valeurs con- 
venables a d’autres dérivées qui ne sont plus arbitraires. 
Dans ce cas, la série contenant moins de m constantes 
arbitraires ne représente plus |’intégrale générale, mais 
seulement une intégrale particuliére. 

En voici un exemple. Soit 


oot 4 22 + may = 0. 
En différentiant cette équation plusieurs fois, on aura 
oth 4 32 4 nts “y +riy=o, 
2X por ? or 4.3 2 =o, 
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La loi de formation est évidente. Or, si dans ]’équation 


. . d . 
proposée on fait r=0, y= 6 le = 5’, ilen résultera 


> dx 
dy 
dx? 





=o, a moins que 'b’ ne soit nul. Il faut donc faire 


Y > bd bd o ° 
4, =O pour x==0, et alors les équations dérivées sui- 


vantes donnent 








d*y wb dy d‘y nb 
wos? ato Ga ee 
et, par conséquent, . 
n?z? nix. sinnx - 
7— (0 So = nz” 
. b 
ou, en faisant — =, 
_ , sinner 
y= w 


On n’obtient ainsi qu'une intégrale particuliére. Pour 
avoir }’intégrale générale, il faut poser 


sinnz 





y=C ’ 
C désignant une fonction de x. La recherche de cette 
fonction conduit a une équation linéaire du second ordre, 
d’ou l'on déduit 

C—c'+c" cotrz, 
et, par suite, 
__ e sinnx + COSnz 


w 


On serait parvenu tout d’abord a ce résultat si l’on avait 
développé y suivant les puissances de x —a, en se don- 


dy 
nant les valeurs de y et de — pour x = a. 


METHODE DES COEFFICIENTS INDETERMINES. 


611. On peut encore employer Ja méthode des coeffi- 
cients indéterminés pour développer en série l’intégrale 
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d’une équation différentielle. On obtient souvent par ce 
moyen des développements qui renferment des puis- 
sances négatives de x, ce que ne peut donner la série de 
Maclaurin, | 

Reprenons |’équation différentielle du numéro précé- 
dent, sous la forme 


d’y 2 dy oo 
(1) ae zat "7% 
Supposons que l’intégrale soit 
{2) y= Az™ + Boi + Cz’+..., 


a, 6, y,... étant des nombres croissants : on aura 


d 

= = @Ax®—'4 6B2o—' 4 yC27—'+..., 
dy — 6é—2 
Tet ee — 1) Aa® 74.6(6 —1) Bz + ..ny 


et la substitution de ces valeurs dans l’équation proposée 
donnera 


(3) Aa(a +1) 2*—7+ Antx%+ B6(6 +1) 2°—? 
+- Brix’ + Cy (7 +1) 27-24 Crit’ +...=0. 


Pour que cette équation soit identique, il faut que les 
coefficients des différentes puissances de x soient nuls 
séparément. Or, puisque a, 6, 7... sont des nombres 
croissants, «— 2 est le plus petit exposant de x dans 
l’équation (3). On doit done avoir 


Aa(a-+1)=0, a 
et, comme A ne peut pas étre nul, il faut qu’on ait 


Prenons d’abord a = —1. Les deux plus petitsexposants 
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qui viennent ensuite sont « et 6— 2. Ils peuvent étre égaux 
ou inégaux : s’i]s sont inégaux, le terme B6 (6-+-1) x°—? 
ne pouvant se réduire avec un autre devra étre nul de 
lui-méme, ce qui donnera 6 =o ou 6=—-r. Mais on 
ne peut supposer 6 = —1, puisqu’on a déja « = —1, et 
que @ est supposé moindre que 6 : donc 6 = o. Parmi les 
exposants qui suivent, les plus petits sont a et y— 23 
nous devons les supposer égaux, car le terme An*x% doit 
se réduire avec un autre, puisque A ne peut étre nul. De 
la résulte 

yt, An?+ Cy (7 +1) = 0. 
On trouvera de méme 

é—2, .Ba?+ Dé(é+1)=0, 

e= 3, Cr?+ Es(e+1)=0, 


et ainsi de suite; il en faut conclure 





An Brn? 

C= 7 D=— 1.2.3 

Ant F Ba‘ 
1.2.3.4" 1.2.3.4.5 


B 223 n' xs ) 
Fe Tat 1.2.3.4.5 | 


A cosnx Bsinnz 
= + ’ 


ag R& 


ou 








ou bien, en posant A=c, - =¢, 


ecosmx +e sinnxs , 
=—=s+."00.0.——_——___—— # 


612. Si, au lieu de supposer 6 — 2 différent de a, on 
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fait . 
6é—a-a=—1, dor 6=1, 


le terme Cy (y +1) 27—7, n’étant pas nul, puisqu’on a 
y>6>1, doit étre détruit par Bn?x®, On a donc 
y— 2= 6; on aura de méme d—2a = y, «—2=9,..... 
Par conséquent, 

, 6=1, 7y=3, ¢=5,..., 

il s‘ensuit 


An? An' Ant 
B= — —- — eco i 4 
12° C 1.2.3.4" D 1.2..6. ? 
ce qui donne 
—A (: nian 4 nh xs _ Acusig 
JrON\r 1.2 12.3.4 4%}  « 


mais on n’vbtient ainsi qu'une intégrale particuliére. 
L’hypothése a =o conduit aussi a une intégrale par- 

ticuliére 

A’ sinnz 


I~ nz 


En ajoutant ces deux intégrales particuliéres, on re- 
trouve lintégrale générale. 
Au reste, il suffit de faire zy = u pour ramener I|'équa- 
tion (1) a la suivante : 
au 
dz? 





+ uo, 
que l'on sail intégrer. 


_ AUTRE FORME DE DEVELOPPEMENT, 


613. L’équation kinéaire du second ordre 


d*y dy _ 
(1) e aur + PT +Qy=0 


a2? 


peut toujours se ramener a une équation a deux termes. 
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En effet, posons y = uz. I’équation proposée deviendra 
d*z. / du dz d*u du 

{2) 4 aa +(2 ix + Pu) 42(F5 +P E+ +Qu)=o. 

Déterminons u par Ja condition 


(3) aM" + Puxo, 


dz 
d'ou 
us othe ) 
cette valeur étant substituée dans l’équation (2), on aura 
d?z 
(4) an = Rz, 


R étant une fonction connue de =z. - 


614. Désignons par A et B les valeurs de z et de —- 


correspondant a une valeur arbitraire x =a. Nous au- 
rons, en intégrant deux fois de suite, entre les limites a 
et x, les deux membres de |’équation (4) : 


d 
— =B +f" Rede, 


r= A+B(2—a)+ [i ae fo Rzdz; 


ou bien, en posant t= A+ B(x —a), 


(5) eaet fi ax f Redz. 


Si, dans le second membre de ]’équation (5), on rem- 
place z par la valeur que donne cette méme équation, 
op aura 


=z ¥ 
ied Ridzx 
ea a 
“Led Ras f ‘def Rzdz, 


Stuam. — n., Il. 10 


(6) 
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et, en remplacant encore z par la valeur (5), 


nx x x x " ne x 
cme f ae f Rede + f dz [ Rae f ax [ Rids 
a a a va a eg 


(7) 


. x x x x x 2 
+f ar [ Rae f az { Rds f az | Rzdz. 
a a a a 2 a ° 


615. En continuant ainsi, on obtient pour la valeur 
de z, une suite indéfinie 


(8) cats f ax [ Rtdxr +... 


dont chaque terme, a l'exception du dernier, se déduit du 
précédent en le multipliant par Rdx*, et en intégrant, 
par rapport a x, deux fois entre les limites a et x. Le 
dernier terme se forme d’aprés une loi analogue, mais il 
contient toujours la fonction inconnue z. Cependant, le 
développement (8) pourra servir au calcul de la valeur 
approchée de z, si, 4 mesure que Je nombre des termes 
augmente, le dernier tend vers o. C'est, en effet, ce qui 
arrive quand la fonction R ne devient pas infinie dans 
Pintervalle ot l’on fait varier x. 

Pour le démontrer, supposons que x croisse d’une ma- 
niére continue depuis la valeur @ jusqu’a une valeur 
quelconque 5, Soient M, », C les plus grandes valeurs de 
R, z, ¢, dans l’intervalle considéré. On aura, en valeurs 
absolues, 

ROM, z<u, t<C; 
le signe << n’excluant pas l’égalité. Si l’on trouve pour p 
une valeur finie, il sera démontré que z ne peut pas 
devenir infinie entre les limites @ et 6. 
Or, en premier lieu, on a, dans cet intervalle, 


Rt< CM, 


x x 
f Redzr< { CMdz, 
a a 


donc 
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ou 


f Reds < CM (x — a). 


De la on tire, en intégrant successivement : 


x x _a)\2 
{ ae f Ride ccm 2", 
a a 1.2 
e- 2 x x wx _. 4 
foaf Ras f dz | Redz < cw (22%, 
a a , Ja 1...4 
x x x x x x (2 —a)* 
f as f Rar f ax f Rds f as { Rtdz <_ CM? ———__— 
a a a a a a r...60. 


et ainsi de suite. 
D'un autre cété, on a 


Rz< pM, 
d’ou 


fo Rade <pM (+#—a), 


= — 2 
] az f Rede <pM 72, 
a a 1.2 
x * x Zz (2 — ay! 
foaf Ras f asf Rede < pM", 
a a a , t...4 


et ainsi de suite. Donc, en arrétant le développementdez . 


on 
ry ° fv — a - 
a n-+-1 termes, ledernier sera moindre que p M” ery. 


D’aprés ces inégalités, on déduit de I’équation (8) 


. (7—a)? .y,, (z — a)! 
<< + CM —— —— + €M 1.23.4 °°" 
p— 4 j2(a—!) —a\n 
+_CM— (2—a) 4 pM (2 — a) , 
1.2...2(2—1) 1.2...22 


et, 2 fortiori, 
n —_ 2a 
s<— Clee vi a e—(2-0) V0] 4 pM" (zx — a) 
2 1.2...28 


10, 








148 COURS D ANALYSE. 
car on a 
‘4 
C+-CM om a" cm —4) +.. =~ Clel#-2 V4 isi], 
1.2.3.4 2 ' 


On sait que 


MoM? __ m __ /M 
ye Misa ou [(2 — a) /M}™ peut devenir 


2...22 1.2...22 
moindre que toute quantité donnée ¢, quand 7 est suffi- 
samment grand. Donc, si l’ondésigne par K la plus grande 

I , 
valeur de 3 C [ets Vl 4. e-(s-«) Vl], quand x varie de 
a a b, valeur qui est indépendante de 7, on aura 


z<_K-+ ps. 


Cette inégalité ayant lieu pour toutes les valeurs de x 


comprises entre a et 5, on peut remplacer z par sa plus 
grande valeur p, et Pon aura ; 


: eoOR+ ps, 
d’ou 





Ainsi, # ne peut pas devenir infini, et, par conséquent, 
(a7 —a)™ 


le reste de la série (8), qui est moindre que pM” oan’ 


tend vers 0, ce qu'il fallait démontrer. 


616. On arrive encore a la formule (8) (615) par la 
méthode suivante : 
Posons 





2 + &,-+ Uy +..., 
Uo, Uy, Uy,..-, Etant des fonctions de x que nous allons 
ald 
déterminer. On doit avoir —; = Rz (613), ou 


du, Cu, Cit, 


Pea Pr) + oy +. Rat Ray t.ee. 


Or, on satisfera a cette équation en posant 
Mu, du, (Pu 


(1) We —=dQ, Ps) = Ra,, oa = Ray. ee. 
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En supposant que l’on ait uw» = A, ot 7, = B pour x =a, | 
du, du, 
dx’ dz 
on tre des équations " : 


et que u,, Us,-.-, ——>+++, s'annulent pour x = a, 


7h -f “af Rtdz, 
w= f el, Raz f def Rtdz, 


On demontres que la série 
2— Uy + UU, +4; +..., 
est convergente, comme on I’a fait n° 615. 
On traitera de la méme maniére ’équation * —Rz, 


et l’on aura une série dont chaque terme s obtiendra en 
multipliant le précédent par Rdx™, et intégrant m fois. 


617. Comme application de cette méthode, considé- 
rons |’équation du second ordre 


az 


(1) a = a2Rz, 


a taquelle se réduit l’équation dite de Riccati ‘ 





dy 
(2) ds + y? az", 
en posant 
1 dz 
zdr 


Pour plus de simplicité, supposons « =1, et prenons 
toutes les intégrales indiquées au numéro précédent, entre 
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les limites o et x : nous aurons 


t—A+t+ Be. 


Multipliant par 2"dx" et intégrant deux fois entre les 
limites o et x, il viendra 


__ / Ar? B.x™+s 
_ (m2 4-1) (m + 2) (m+ a)(m +3) 


u, 


Nous aurons de méme successivement 


Art 
us; —~(m + 1)(m +2) (2m + 3)(2m-+4) 
B+ 
+ (m + 2) (m + 3) (am + 4) (am +5)’ 
_ A.ri@+6 | _ 
x, = (m + 1) (m+ 2) (2m + 3) (am +4) (3m-+5) (3m+6) 
B.A! 


+ (1m +- 2) (mt + 3) (2m +4)(2m +5) (3m+6) (3m +7)’ 


et ainsi de suite. 
Par conséquent, la valeur de z sera 


2 geri 
Alt ot (m1) (m2) (am +3)(am+4) 
ints 
+ apn (majlam43) awed) Sms) amare) |" 


gmt gmt 
+ B| « + (m+ 2)(m+3) a (m +-2)(m-+3)(2m+4)(2m+5) 
° rei 
+ (m+ 2)(m-+-3) (2m+ 4) (2m+5)(3m+ 6) (30+ 7) +] 


Quand m = 0, cette formule se réduit a 


e+e et —e-* 
+B 
2 2 


2z==A = A’e* + Be-*, 








qui est bien l'intégrale de |’équation 


d*z 


. QUARANTE-HUITIEME LEGON. iD: 
INTEGRATION D'UNE EQUATION DIFFERENTIELLE A L’'AIDE 
D INTEGRALES DEFINIES. 


618. Soit l’équation différentielle du second ordre 


(1) Tr 4 tL amy mo, 
m et h* désignant deux constantes : admettons que son 
intégrale puisse étre développée en série convergente 
procédant suivant les puissances ascendantes de x, et po- 
sons 

ym Ax + Be® +... Let 4+ Mak+.... 


En substituant cette valeur dans !’équation (1), on aura 


Az (a—1)|2%—?+ B6 (6 —1)| 2°? +... 4+ Mp(p—1) |2#—?2-+... 
+mAa + mB6 +mMp 
+ 2ht'Az® + ah’ Bax’ +....4 2h?L24 + oh?Ma2t +...=0., 


Pour que cette derniére équation soit identique, il faut 
d’abord qu’on ait 


a(a—i+m)=—0, 
c est-a-dire 


Si l’on prend d’abord « = 0, et que |’on procéde comme 
il a été indiqué au n° 611, on trouvera la série 


hh? x? A‘ x 


yw A |» 1.(m—+1) 1.2.(m +1)(m-+ 3) a |. 
Si l’on fait « = 1— m, on aura par le méme procédé 


tytn Wot Ate! 
wane |» .(3—m) > 1.2.(3 —m) (5 —m) —...| 


y1 et ys sont deux intégrales particulieres contenant cha- 
cune une constante arbitraire. Leur somme y; + 7's sera 


donc lintégrale générale. 
q 
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619. On peut remplacer les séries 7, ety, par des inté- 
grales définies. En effet, entre les coefficients L et M de 
dcux termes consécutifs de la série y,, on a la relation 


A?L = Mp (1— m — 2p). 
Or, on déduit de la formule (B) (I, 372) une relation 


analogue entre deux intégrales définies, savoir : 


id 2p—t id 
f cos?? asin” —'adz = ————_—— cos??-"¢ sin” —' ada. 


Le rapport de ces deux intégrales est, & un facteur con- 


Ms. 
stant prés, égal au rapport — rs donc on pose 


R 
M — arf cos? a sin®™—'adz, 
0 


nz 
L= A,_, f cos?—« sin"—'ada, 
oO 


on aura 
Moa, ap—1 ae 
L Ap 2p+m—it p(t—m— 2p)’ 
donc 
fh? 
, ES pape 


D'aprés cette formule, et comme A, n’est autre chose 
que A, on aura 


_ 2h Ah‘ A (— 2h?\? 
A=— TQ” As 2.3.40 °° Ap= AT 2p’ 


par conséquent, 


— 2\p « 
(= 208)P { cos?’ asin™—'ada 
1 . 2 ee @ 2p re) 


— 2h?)P xP 
J = as (= 2hi)Pa ae cos’? asin”™—' ada, 


Oo 


M,—A 


ct 
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ou bien 


x. 2h*z?cost¥a = hh‘ xr' cos'a 
—A wt—— | d —S eee ee — . 6 2 ® 
a J me e(1 12. 1.2.3.4 


Mais l’expression entre parenthéses égale cos (hx \/acosa) : 
on a donc enfin 


z 
n= af cos (Ax 2 cosa) sin”—' ada. 
oO 


La seconde série se déduit de la premiére en changeant 
men 2—m; donc 


z — 
n= alace f cos (hz 2 cosa) sin’ adz. 
Oo 


620. La valeur de y, devient illusoire quand on am=o 
ou m < o. En effet, si m= 0, Dintégrale 


z . 
f cos (Az /2 cosa) sin*™—'ada 


o 


est plus grande que 


€ 
kf @, 
7 f 
0 


k désignant une quantité finie et e un nombre suffisam- 


. & 
ment petit, mais lui-méme fini. Or, a =o. Done 


o 


la premiére intégrale est infinie quand m = 0, et 4 plus 
forte raison quand on a m <0. 


De méme la seconde intégrale n’aura une valeur finie 
que si 2 — m est positif. 

Donc y,-+ 71 ne représentera l’intégrale générale que 
si m est compris entre o et 2. En dehors de ces deux 
limites, l’une des deux formules tombera en défaut, mais 
l'autre subsistera et servira a trouver l’intégrale générale 


par le procédé du n° 608. 
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621. Examinons maintenant quelques cas particuliers. 
1° m =o. L’équation se réduit a 
d'y 
— 2h'y = 0. 
dx + J 
Pour déduire son intégrale des formules précédentes, ob- 
servons que la valeur de 73, qui est encore admissible, se 
réduit a 


z — 
n= ae f cos (hz \/2 cosa) sinada 
o 





; A’ ® 
=saf cus ( ha V2 cosa) d (hx 2 cosa) 


= Csin (he ¥2). 
Au moyen de cette premiére intégrale on trouvera 


y =csin (hr 2) + cos (hx 2). 
2° m = 2. La valeur de 9’, est illusoire, mais celle de 


y1 subsiste et donne Csin (hx 2) pour intégrale parti- 
culiére. On en déduit l’intégrale générale 


__ esin(Ar ¥2)+ ¢ cos(hx 2) 
y= wo 
3° m= 1. Le rapport de y; 4 7s est constant, et ces 
deux intégrales ne sont plus distinctes. Dans ce cas, on 


posera m =1-+h, et lon appliquera le procédé de d'A- 
lembert (585). 


EXERCICES. 
da? d 
4 x+y =o, 
SOLUTION : 
_ x . x 
Y=C e+ ot aeet oat} 


intégrale particuliére, 
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dy 
dx 
ay i dy _ dz — 
2 te tea tT HO OU ae re 
SOLUTION : 
x? a x 
yon -S4 55 -agagt) 


intégrale particuliére. 
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QUARANTE-NEUVIEME LECON. 
EQUATIONS DIFFERENTIELLES SIMULTANEES. 


Elimination d'une variable entre deux équations différentielles. — Sys- 
témes d’équations du premier ordre équivalents & une ou plusieurs 
équations d'un ordre quelconque. — Théorémes sur les intégrales des 
équations simultanées du premier ordre. — Intégration des équations 
simultanées du premier ordre. 


ELIMINATION D'UNE VARIABLE ENTRE DEUX EQUATIONS 


DIFFERENTIELLES. 
622. Soient 
(as 7, 9° + Fy ay Eves FS) =o, 
d ax dz ax? 
J 


deux équations qui renferment deux fonctions y et z d’une 
variable indépendante .r, et leurs dérivées de divers 
ordres. En éliminant y entre ces équations, on obtiendra 
une équation différentielle a une seule fonction z, et dont 
Pintégration fera connaitre z. 

Pour opérer cette élimination, on différentiera n fois 
la premiere équation, et m fois la seconde; on aura ainsi 
m-+ n+. équations entre lesquelles il sera possible 
d’éliminer, par les moyeus ordinaires de l’algébre, les 

ly dy dmtny 
de’ drt’ dy=t 
finale sera, en général, d'un ordre égal au plus grand des 
deux nombres n+ p, m-+q; toutefois cet ordre peut 
étre moindre, si l’élimination a pu s’effectuer sans em- 
ployer les m +  +- 2 équations. e 





m+n -+1inconnues y, - L’équation 


623. Plus généralement, si l'on avait r équations dif- 
férentielles contenant une variable indépendante x et 
r fonctions y, Zz, u,... de cette variable, on éliminerait 
y entre ces r équations, ce qui donnerait r—1 équations 





a 
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entre Z, u,.... On climinerait ensuite 2 entre ces r—r 
équations, et ainsi de suite. On arriverait ainsi 4 une 
équation différentielle ne renfermant plus qu'une seule 
des fonctions inconnues. 


SYSTEMES D EQUATIONS DU PREMIER ORDRE EQUIVALENTS A 
UNE OU PLUSIEURS EQUATIONS D'UN ORDRE QUELCONQUE. 


624. Ov peut remplacer une équation différentielle 
d'un ordre quelconque 4 deux variables par un systéime 
d’équations simultanées du premier ordre, en représen- 
tant par une lettre chacune des dérivées, excepté celle qui 
est de l’ordre le plus élevé. Ainsi léquation 


dy dy day 
(1) (=, Jo ae’ Wx? = =o 
est évidemment équivalente aux équations suivantes : 
dy 1 9 _ye 
de 7’ dp 7! 
(2) 


, ay” 
[F(= ra Z) =O0. 


625. De méme les équations 


dy d"y dz dPz 

(3) (559 Toes Gr Goes Ta) 0, 
. dy d"y dz d{z 

BYP a dae? ae? Ga) 


dans lesquelles nous supposerons m > n, g > p, peuvent 
étre remplacées par le systéme des équations du premier 
ordre . 

, ay dy(™—) 





dy Y . 
—_— —_—_—_- = e@e FT — (m—t), 
ee ee ee ee de Jy 

ds , az! ” dz'{-) 1) 
—=2, ie Te = 3(f-), 








(4) im | 
£(2, 757 » 3, 2.01521) =0, 


F Ly HK yey Ys By Byeeey dx = 0. 


‘ 
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En général, étant donné un nombre quelconque d’é- 
quations différentielles renfermant une variable indépen- 
dante et plusieurs fonctions de cette variab'e, si l’on re- 
présente les dérivées, a l'exception de celles dont l'ordre 
est le plus élevé, par des lettres, on aura un systéme d’é- 
quations simultanées du premier ordre qui sera équiva- 
lent aux équations proposées. 


THEOREMES SUR LES INTEGRALES DES EQUATIONS 
SIMULTANEES DU PREMIER ORDRE. 


626. Supposons, pour fixer les idées, que l’on ait trois 
équations dilférentielles simultanées du premier ordre 
entre une variable indépendante x et trois fonctions y, 
z, ude cette variable. On pourra, en général, résoudre 
dy dz du 
dx’ dz’ dx 
remplacer par des équations de la forme 


dy Q dz R dua V 


dc P’ dz Pp’ dx Pp’ 


ces équations par rapport aux dérivées et les 


ou 
(1) de _ dy _ de _ du 

PQ RV 
P, Q, R, V étant des fonctions déterminées. Le probléme 
proposé revient donc a établir entre les variables x, y, 
z,u des relations telles, que les différentielles de ces 
variables soient proportionnelles aux fonctions P, Q, 
R, V. 

Je dis maintenant que les relations cherchées doivent 
contenir trois constantes arbitraires. En effet, les équa- 
tions (1) déterminent seulement les accroissements infi- 
niment petits des variables y, z, u pour un accroissement 
infiniment petit de x. On peut donc prendre 4 volonté 
les valeurs de y, z, et « pour x=a, En raisonnant 
comme on I’a fait dans le cas d’une seule équation diffé- 
rentielle (549), on voit que y, 2 et u sont des fonctions 
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déterminées de x, dépendant nécessairement de leurs 
valeurs initiales, qui sont tout a fait arbitsaires. Les 
équations intégrales doivent donc contenir trois constantes 
arbitraires. Ces constantes peuvent d’ailleurs étre rem- 
placées par d’autres ayant avec elles des relations arbi- 
traires, pourvu qu'on puisse déterminer les nouvelles 
constantes de maniére que y, z et u alent des valeurs 
données correspondant a une valeur donnée de x. 


627. On arrive 4 la méme conclusion par la série de 
2p , dy 
Taylor. En effet, si l’on représente par 7a, (z (7 eter, 


les valeurs de y et de ses dérivées pour x =a, on aura 
d d — 
yY=Yat+ (Z (2 — a) + (33) (= — a)" a) +.0.. 


Ensuite, des équations 
dy Q dad R du Vv 
—_— = 9 == —_ == 


ee de . . , 
on peut déduire = en fonction de x, y, 2, uw; par consé- 


d*® 
" quent ( ae). dépendra des valeurs arbitraires attribuées 


a y, Z, u pour x=a. Donec le développement de + 
contiendra trois constantes arbitraires. Les valeurs de z 
et de-u dépendront aussi des mémes constantes. 

Les raisonncments qui précédent s’étendent évidem- 
ment a un nombre quelconque d’équations. Par con- 
séquent m équations du premier ordre entre m--t 
wariables, et qui peuvent étre mises sous la forme (1), 
admettent toujours m integrales contenant m constantes 
arbitraires, Ces constantes doivent étre telles, que |’on 
puisse donner 4 m des variables des valeurs arbitraircs 
pour une valeur quelconque altribuée 4 la (mm --1)*"* 
variable. : 


628. On a supposé que les équations proposées pou- 





wy UCU" ee 
nm . . 
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. . , ay dz du 
vaient étre résolues par rapport aux dérivées ——» —-» ——- 
Dans certains cas particuliers cette résolution est impos- 
sible. Par exemple, si l’on avait 


ty pao 
dx dx td 
(1) d d 
J z 2 
ar +r +y—s ==0, 


en cherchant a éliminer l'une des dérivées, on trouverait 
Péquation 

(2) y—227 0. 

Cette équation peut remplacer l'une des deux proposées. 


En portant la valeur de y qu’elle fournit dans la pre- 
miere des équations (1), on aura 


dz 
dz tOT=O% 
d’ou l'on déduit 
2 
z= C — 52”. 
2 


Ainsi, quand on ne peut pas résoudre le systéme pro- 
posé par rapport a toutes les dérivées, le probléme se 
simplifie, parce qu'il existe alors entre les variables un 
certain nombre de relations algébriques, au moyen des- 
quelles on peut faire disparaitre les dérivées dont le sys- 
téme n’a pu fournir les valeurs. Mais, dans*ce cas, le 
nombre des constantes n’est plus égal au nombre des 
fonctions. 


INTEGRATION DES EQUATIONS SIMULTANEES DU PREMIER 
ORDRE. 


629. Soit 
) P=Q7i-VT 


un systéme d'équations simultanées. Nous ayons vu qu'il 
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existe trois équations intégrales, 


F, (2, 7, 2% &, ¢, ee”) =0, 
(2) ( FE, (2, y, 2 4, ¢, ce’, ec”) =0, 


7 
Fy(7, 7, Z,u,¢, c', ¢ )=0, 


ec, c’, c” étant des constantes arbitraires. Ces équations, 
résolues par rapport aux constantes, peuvent étre rem- 
placées par le systeme 


(3) . axe, Goce, yoo"; 


a, 6,7 désignant trois fonctions de x, y, 2 et u, sans 
constantes arbitraires. On peut donc trouver trois fonc- 
tions de x, y, 2, u qui conservent des valeurs constantes 
quand on y fait varier simultanément toutes les va- 
riables. 

Remarquons d’abord que les fonctions P, Q, R, V ne 
peuvent pas étre, a la fois, identiquement nulles, car les 
équations (1) n’offriraient alors aucun sens. 

Admettons que P ne soit pas identiquement nul, et 
prenons x pour variable indépendante. Je dis que P ne 
pourra pas méme s’annuler constamment en vertu des 
équations (3). En effet, |’équation P = o ne renfermant 
pas de constante arbitraire, on ne pourrait pas se donner 
a volonté des valeurs de y, Zz, u pour une valeur quel- 
conque de zx. 

Supposons donc P différent de vo. En différentiant 
Péquation a = c, ona 
(4) Fide + Sy + GF det duo. 

Mais « = c étant une intégrale des équations (1), les 
différentielles dx, dy, dz, du doivent étre proportion- 
nelles a P, Q, R, V: on aura donc 
+05 +a +vZ =o. 

StTcam. - An., U. II 


(5) P 
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Cette équation doit étre identique ; autrement elle éta- 
blirait une relation entre les variables x, 7, z et u, etl’on 
ne pourrait pas donner des valeurs arbitraires a y, Z, u 
pour une valeur particulic¢re de x. 

On aura donc les trois équations identiques 


dz dz R “2 y 72 


Pie +Qz + dz du = 9% 
d5 ds d6 d5 
iF — — — —_- = 
Oo de + 25; RG Y Ta ? 
dy dy d+ dy 


630. Réciproquement, si Von trouve une fonction 6 
des variables x, 4, 2, u, sans constante arbitraire, telle, 
que l'on ait identiquement 


do d@ d@ 6 
(1) PRT la tka ta 
L’équation 
6=ce 


sera une intégrale des equations stnultanées 
(2) dr dy _ _dz_ du 
PQ RV 
En effet, ona 


9 


d0—dzx dG + addy " d6 dz a0 du 
—" \dz " dy dx ds dx duds 
donc y, z et uétantdes fonctions de x telles, que l'on ait 
dy Q dz R du V 


de P’ dc P’ de P 
on aura 


dxf d§ d§ dé a6 
ad§ = —| P — — — —): 
= ( Te TOG thE +E) 


mais la quantité renfermée entre parenthéses est nulle 
par hypothése, donc 


dJ—=0, ou O0=e. 


I] suit de la que si ’on trouve trois fonctions «, 6, 7 qui 








esi 
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substituces a 6 satisfassent identiquement a |’équation (1), 
les équations 
(3) ac, 6G=c, y=" 


seront les intégrales des équations (2). 


631. Des intégrales (3) peuvent se déduire une infinité 
d'autres intégrales, car x, y, Z, u variant de maniere que 
les fonctions «, 6, 7 conservent une valeur constante, | 
toute fonction de la forme 9 (a, 6, 7) conservera aussi 
une valeur constante. 

On peut d’ailleurs vérifier directement que l’équation 


(4) g(a, 6, 7) =e 


est une intégrale des équations (2). En effet, on a 








dy dgdza dy d& de dy 
dz dada * dé de * dy de” 
de  dgda do d& do dy 
dy dady | dédy © dy dy’ 
dg doda  dpd6& dady 
hdd dh the 
de  dzde dg db dg dy 
du dada? dé da + dy da’ 


(5) 


9 


Si lon multiplie ces équations respectivement par 
P, Q, R, V, et qu’on les ajoute, le second membre sera 
nul en vertu des équations (6) du n° 629. On aura donc 


de do dg ad» 

— — —+V—= 
Prt lag tka +V7 =o 
c’est-a-dire que @ mis 4 la place de @ satisfait a léqua- 
tion (1). Donec ¢ = c est bien une intégrale des éyuations 
proposées. 

632. On peut méme démontrer que toute fonction 6 
de x,y, 2,:uqui satisfait a Ucquation 


a6 d§ lG dé 


a 


164 COURS D’ANALYSE. 
doit se rédutre 4 une fonction de «, 6, 7. En effet, soit 


(2) @—a(z, 7,2, 4); 





! posons , 
| | (3) c=fi (x,y, 8, u), 6=/f/, (2,7, 2, 4), 4 =S\i (2,712, &)3 


on peut tirer dela les valeurs de y, z, u en fonctiondea, 
6, y et x; en les substituant dans la valeur de 9, on aura 


(4) §9= (a, 6, 7,2). 
Or, je dis que x ne doit pas entrer explicitement dans 
cette équation. En effet, en mettant cette valeur de 6 dans 
l"équation (1), on aura 
(22ds 4 eds ede de) 
‘\dzde d6dx dydx = dz 
anda dxwd6  dxrdy 
(Rat aay aw) 
(5) drda -drd6& dxrdy 
+R ( “| 


ay 


dads ' dé ds | dy ds 
+y drdzx dxd& drdy —o 
dadu | d6dudyduj) 





Mais les fonctions «, 6, y satisfaisant 4 l’équation (1), 
P’équation (5) se réduit a 


dr | 
P "Pim 
d’ou 
dx 
ie 


puisque P ne peut étre nul que pour des valeurs parti- 
culiéres des variables. Ainsi, la fonction 7 ne contient 
pas x explicitement, et se réduit & une fonction de a, 
6, ». 


% 
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CINQUANTIEME LECON. 
SUITE DES EQUATIONS SIMULTANEES. - 


Equations linéaires : cas de deux équations, méthode de d’Alembert, — 
cas de trois équations. — Réduction du cas général au cas ou les équa- 
tions sont privées de second membre. — Méthode de Cauchy. — Re- 
marque sur les équations linéaires. 





CAS DE DEUX EQUATIONS, METHODE DE D ALEMBERT. 


633. Si l'on a deux équations linéaires du premier 
ordre entre une variable indépendante x et deux fonc- 


tions y et z de cette variable, en éliminant, tour 4 tour, 


dz day . , ‘ . 
ze = on obtiendra deux équations de la forme sui- 


vante ; 
d 
(24 Py+Qe=y, 


(1) 
+Py+Q’z=V', 


P,Q, V, P’, Q’, V’, désignant des fonctions de x. 

On pourrait appliquer a ces équations le procédé d’éli- 
mination exposé plus haut (622), et l’on parviendrait a 
une équation linéaire du second ordrene contenant qu'une 
seule fonction inconnue; mais i] est plus avantageux 
d’employer la méthode suivante, qui a été imaginée par 
d’Alembert, et perfectionnée par Ampére. 

Ajoutons les équations (1) aprés avoir multiplié Ia 
seconde par une indéterminée @ : nous aurons 


(2) 3 o 0S +(P+P y+ (Q+Y0)s=V4VO, 


d d - 
Si 6 était une constante, + 6 = serait la dérivée de 


¥ +62; posons donc 
(3) t= y + 6s, 
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il en résulte y = ¢ — 6z et 


dy  @dz_ dt 2 


da: dc de "de 
L’équation (2) devient alors 


(4) a — z= + (P+ P’6)(¢— 02) + (Q4+Q'9)2=—V+ VO. 


Comme z n’entre ici qu’a Ja premiére puissance, on 
éliminera cette fonction en égalant son coefficient a zéro, 
et l’on aura les deux équations 


(5) 5, + (P+ P'6)6— Q—QO=0, 
dt f rT. ¥’4— 
(6) ant (P+ Pieje—V V‘'9=— o. 


L’équation (5) ne contient que @ et x; elle détermine 
donc 6. Mais, quoique du premier ordre, elle n'est pas 
linéaire, et l’on ne sait pas, en général, l’intégrer. Cepen- 
dant, si l’on en connait seulement deux intégrales parti- 
culiéres 6, et 6,, la question proposée pourra étre résolue. 

Fn effet, ces intégrales particuliéres étant mises a la 
place de @ dans l'équation (6) qui est linéaire, on obtien- 
dra deux valeurs correspondantes de ¢, ¢, et fy, contenant 
chacune une constante arbitraire. On aura ensuite y et Z 
au moyen des deux équations 


y+62—4, ¥Y+tO2=—h. 


Les valeurs de y et de z ainsi obtenues contiendront 
deux constantes arbitraires, puisque f, et t, en contien- 
nent chacun une. 


634. Dans le cas ow les coefficients P, Q, P’, Q’ sont 
constants, on peut supposer 6 constant dans |’équation (5), 
qui se réduit alors a 


(7) (P+ P’6)90—Q—Q'e=o. 


Cette équation est du second degré et donne deux racines 
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constantes que l’on peut prendre pour 6, et 6, si ces ra- 
cines sont inégales. 

Si les racines de I’équation (7) étaient égales, on n’au- 
rait qu'une valeur de @. Mais, dans ce cas, |’équation (5), 
en supposant @ variable, peut se mettre sous la forme 


a4 p 6 \t= 
det (9 —«)?=0, 
ou 
d§ 
Tap TP =o, 


équation dont Il'intégrale générale est 


Oat —— 
— @ ——_e 

Pete 
Comme on n’a besoin que de deux valeurs particuliéres 
de 6, on les choisira de la maniére la plus simple en fai- 
sant successivement c = 0, c=: 0, d’ou 


T 
6,.=a+ Px’ 6, =a. 
Les équations (1) peuvent donc toujours etre intégrées 
quand les coefficients P, Q, P’, Q’ sont constants. 


INTEGRATION DE TROIS EQUATIONS LINEAIRES. 


635. La méthode précédente s’applique avec quelques 
modifications a Pintégration de trois équations linéaires 
simultanées 4 quatre variables x, y, z, u. Ces équations 
peuvent d’abord étre mises sous Ja forme 


d 
—+Py+Qzs+Ru —V, 
dz ; 
{1) Tt Px t+VetRu=V, 
i 
—— + Pry + Q’2+ Ru = V". 


Ajoutons ces trois équations aprés avoir multiplié la 
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seconde par @ et la troisiéme par A. On a ainsi 
Oo 4+ (P+ P04 PD) y 
z rr £ 


(1) +(Q+Q'0+Q"))s+(R+R'0 +R) 2 
—V+V04V"2. 


Posons 
(2) ytoz+ihu =e, 


d’ou 
dy 9 44 — # d@ dh 
di dc de dz "de “dx 
L’équation (1) devient 
dt d9 dh 
we pn ” __ —) 
In Te ust (P +P Ot PA) (é 6z— ua) 
"+ (Q+ Q'64+ QO"))2+(R+R'6+R")) uz 
—V+V'6+V"1. 


Cette équation ne renferme z et u qu’au premier degré. 
En égalant a zéro les coefficients de ces variables, on ré- 
duira Péquation (3) aux suivantes : 


(4) oo + (P+ P+ PY) 6 Q—Q0—Q*=0, 


di Cf a” 
(5) 5+ (P+ P6+P’))A—R—R'6— RB =0, 


(6) “ + (P+ P'6-+P"2)¢ —V— V'0— Wi =0. 

Les deux premiéres équations ne contiennent que @ et A: 
elles sont du premier ordre, mais non linéaires. On ne 
sait donc pas les intégrer en général. Néanmoins, si l’on 
connait trois intégrales particuliéres 6,, 4, 0, et trois va- 
leurs correspoudantes ),, 4, As, on pourra déterminer les 
intégrales cherchées. En effet, pour un systéme de valeurs 
simultanées 6, et A,, l'équation (6) qui est linéaire et du 
premier ordre donnera une intégrale correspondante ¢,, 
contenant une constante arbitraire. On aura de méme 
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deux autres valeurs f, et fy correspondant aux deux autres 
systémes 6, et Ay, 9, et Ay. Les trois intégrales seront donc 


; fry t+O2+d.4=—6, 
(7) ¢ ytOz+tiuh, 
ytO2+1u=—h. 


Les valeurs de y, z, u qu’on en déduira contiendront 
chacune trois constantes arbitraires. 


636. Dans les cas ot les coefficients P, Q, R, P’,..- 
sont constants, les équations (4) et (5) sont satisfaites 
par les valeurs constantes de 6 et de A que déterminent 
les équations 


(8) (P + P’'6+ P”1)86—Q— Q’'8— QA =0, 
(9) (P+ P’6 + P”1). RR — R'9— RB” =0. 


En portant dans la seconde équation la valeur de A 
tirce de la premiére, on aura une équation du troisiéme 
degré en 9, qui fournira, en général, trois valeurs dis- 
tinctes de cette variable, 6,, 9, 63. L’équation (8), étant 
du premier degré en A, fournira trois valeurs correspon- 
dantes, },, Ag, As. 

L’élimination peut se faire de la maniére suivante. En 
posant 
(10) P+ P’6+ P"i—p, 


on aura les trois équations 
P—p+P'0+P"1=0, 


(rt) Q+(QY—p)9+Q"=o0, 
R + R’6 + (RY — p)d=0. 


L’élimination de 6 et de A entre ces trois équations 
donne l’équation finale 


(p — P) (p — Q) (p — R”) — R'Q"(p — P) 
— RP”(p — Q') — QP’(p —- R”) — QR’ P” — RP’Q”= 0. 


Soient £1, ps, ps les trois racines de cette équation. 
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L’équation (6) prenant la forme 


dt , " 
qe tT PtH V+VO+YV ds 


on aura (544) 
rere + f(y + V'6+ V")) ede |. 


On déduit de la, en remplacant successivement p par 9,, 
Os, P3,et 4, A par les valeurs correspondantes, trois va- 
leurs de ¢ contenant chacune une constante arbitraire. 
Le systéme proposé aura donc pour intégrales les trois 
équations 


YHO2z+ ue “Je + fivevetvn ete], 


(12) eae Coe [vevetvny tds], 


xy +4,2+2,u=e P* & fi (V+-V'0,+-V" rete . 


AUTRE METHODE. 


637. On peut suivre dans l’intégration des équations 
linéaires simultanées la méme marche que dans les équa- 
tions différentielles ordinaires, c’est-a-dire ramener le 
cas général 4 celui des équations privées de second 
membre. Nous allons effectuer cette réduction dans le 
cas ou les coefficients des premiers membres sont con- 
stants, 

Remarquons d’abord que si I’on connaissait trois sys- 
témes de fonctions (yy, 21, U1), (2. Ze, Ue), (Yay Za5 Us) 
salisfaisant aux équations 


dy 


aT PY +Q2+Ru =0, 
dz ; f t 
(I) ae t Py + QUst+Ru=o, 


d. 
St Pty + QVe+ RB u=0, 
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on y satisferait encore en posant 


SAH Ayi Fr aayat CsYsy 
% = C, B + Cy By + Cy 2s, 
UC, U, + 0, U;, + Cy Us, 
comme on s’en assure par la substitution, et l’on aurait 
les intégrales générales, puisque ces formules contiennent 
trois constantes arbitraires ¢,, Cg, (3. 
_ Cherchons maintenant a résoudre les équations (I) par 
des valeurs de Ja forme 


(1) ye P*) zope P*, u=veP*, 


p, u, v désignant des constantes inconnucs. La substitu- 
tion de ces valeurs donnera les équations 


P —p+Qzp+ Rv=0, 
(2) P! + (Q’—p) n+ R’v=0, 

PY + Q” p+ (RY — p)v =o. ' 
L’élimination de p et de v entre ces équations conduit a une 
équation du troisiéme degré en p, Ja méme que I’on a dé- 
duite (636), par Pélimination de 6 et de A, des équations 


P—p-+ P’6+ P"A=0, 
(3) Q+ (U— p)6+Q°1=0, 
R + R’9+(R”—p)i=o, 


car on arriverait 4 ce dernier systéme en ajoutant les équa- 
tions (2) respectivement multipliées par 1, 4 et A, et en 
déterminant @ et A de aniére que Jes termes qui contien- 
nent 4 et »v disparaissent d’eux-mémes. 

Les trois valeurs de p étant désignées par py, Ps, Ps, ct 
les valeurs correspondantes de u et de v par py, Mey psy 
Y15 Ya) Ys, ON aura trois solutions particuli¢res d’ou l'on 
déduira la solution générale 


| ¥ mee P+ c, 6 Ps + 0, ee Ps*, 
(4) | ze, pe PF + cps Pi* + eypye Pa, 


ue vye &*+c¢,v,67 Pr* + cyv,e Po. 
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638. Prenons maintenant trois équations avec second 
membre 


d 

+ Py +Q2 +Ru =V, 

‘dz é ' 7 f 
(11) Tt Pxt+VetRu =v, 


du 
+P” "e+ R’u=V". 
Tz +P y+Q2+R 4 
Cherchons s'il est possible de satisfaire a ces équations 
par les formules (4), mais en y regardant cy, cy, Cc, comme 


des fonctions convenables de x. On aura 


d 
— = — pie,e— * — p,e,e— Ps* — pyeye— Pa* 
dc dc dc 
—pr at —pixt 3? —Ps® 
re” dx te™ dz re” ax 
e t d . e 
On aurait de méme = el En substituant ces valeurs 


dans les équations (II), les termes qui renferment cy, Ca, cs 
sont nuls cn vertu des équations (2), et il reste 


dc dc dc 
— PF —pPr* —? — pe — 
€ dz * dx dz ? 
(5) { we P* —— + p, — pax Os + pe Ps “ =V’, 


d de, , 
wen Pie + y,e Pat — + v,e7 Ps* dey =v". 
cL da 


dx 
De ces équations on tirera les valeurs 


(6) dey _ de tes 
| dc de XY de 


X19 Xa» Xs Etant des fonctions de x: d’ou l’on conclura 


as [ude +O, 


(7) a= | ,dx +C,, 


Cs = fra: + C,. 
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Ces valeurs, substituées dans les formules (4), donneront 
les intégrales du systéme (JI). 


METHODE DE CAUCHY. 
639. Soit proposé d'intégrer le systéme 
dy 
Tn + Py +Qz + Ru = F(z), 
dz 


(1) at Py +s + Riu =F, (2), ; . 


x + P*y + Q’z2 + R’u =F, (z). 


Cherchons des fonctions Y, Z, U qui, substituées a la 
place de y, 2, u, vérifient les cquations 


d 
+ Py +,Qz +Re =o, 
. dz , , , 
(2) a, t Py t+ QVe+ Ru =o, 
du 


Tz + P”y + Q’z+ R”u=0, 


et telles, que pour x == @ on ait 
Y=F(a), Z=F,(a), U=F, (a). 

Pour trouver des fonctions Y, Z, U qui remplissent ces 
conditions, il suffira de déterminer les constantes qui en- | 
trent dans les intégrales générales du systéme (2), | 

J =H (25 Cty Cry Cs), 
(3) Z == 91( 2, Cry Cry C5), 
& = 92(2, C1, Cry C5), 
de maniére que !’on ait 
( F (a) = 9 (a, ¢1, C25 Cs), 
F, (a) = (a, ¢,, 2, €3), 


F(a) = 92(@, 1, Cay C3). 


(4) 


On aura les fonctions cherchées en portant dans les équa- 
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tions (3) les valeurs de c,, ce, cs déduites des équa- 
tions (4). 


640. Maintenant je dis que les équations (1) seront 
satisfaites en posant 


; Ps » Ps 
(5) y={ Ydz, c= ff Zda, u =| Uda. 
o 0 0 


En effet, d’aprés P hypothése, on aura 
dy 7dY 
=f ae te + F(z): 


et, en substituant dans la premiére des équations (1), 


Fay = 7 
F (2) = —dz+P ¥da+Q Zda 
o 4 o o ; 
* 
+af Uda + F (2). 
0 


Cette équation est identique, car elle revient a 


* dY . | 
da (—~ + PY+ QZ+ RU)=o, 
oO dx . 
et la quantité renfermée entre parenthéses est nulle par 
hypothése. On vérifiera de la méme maniére que les deux 

autres équations du systéme sont satisfaites. 

On a donc une solution particuliére du systéme (1) : 
désignons-la par (y4, 21, %,). Mais si dans les équations (1) 
on remplace y, 2, 4 par y+ 91, 2+2;, &-+ 1, On 
obtiendra le systéme (2). Done, en ajoutant aux valeurs (3) 
les intégrales générales (y, z, u) des équations privées de 
second membre, on aura intégré complétement le sys- 


téme (1). 


REMARQUE SUR LES EQUATIONS SIMULTANEES. 


644. Soient 
(1) F(x, 7, 7°52, 3’) = 0, 
F (2, ¥, 7’; 2, 2’) = 09, 
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deux équations simultanées du premier ordre, dans les- 


_ dy dz : 
1] ‘et z! _ ———~.e 
quelles yet z désignent FP et —- Soient 
xy =9(27,4, 5), - 


(2) z=wW(2,a, 5), | 


les intégrales générales du systéme (1), a et b étant deux 
constantes arbitraires. Les équations (1) doivent devenir 
identiques quand on y remplace ¥ et z parles valeurs (2). 
Donc, si l'on pose 
(3) gE= —)» =) 
d’ou 
du d?y_~___ ay’ 
dz” dadx” da 
do d?z dz! 


dx dade da’ 


? 


on aura, en différentiant par rapport a a les équations (1), 


df + df du + af df de _ 
dy" dy’ dx da’ ds'dx° 
dF dFdus ad F dF dv 


dy“ dy'de de’ de dx ° 


(4) 


On arriverait encore aux €quations (4) en posant 


dy __ dz 
(5) “= 1b’ "= 7b’ . 


et en différentiant les équations(1) par rapport a 6. Il suit 
de la que, si l'on considére u et »y comme des fonctions in-. 
connues de z, le systeme (4) admettra les solutions parti- 
culiéres (3) et (5). Donc ses intégrales générales seront 


_,& dy 
“= 42; BR 
(6) 
al pf 
{ *= da + > db’ 


A et B désignant deux constantes arbitraires. 
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EXERCICES, 
4. Intégrer les deux équations 
dy te 
dy ° _ 
3a 7 at SAY + 382 = 
SOLUTION : 
rd _ 19 _ 36 29 —ér c —F 
ok cr iar oie Se Sa, 
z=—-—4 4 Py he ME gee on 
9 7 
; dr 
2. 7 + 4etsy= t, 
om “++ an+ 5y=el. 
SOLUTION : 
= 3142 ° t—se+Ce-*+4 30, 
t= 196 | 14 8 a? 
_ 9 5 -i PY) 
x —-t+—2eé+Ce —2C,e*. 


~ 98 7 | 24 








el 
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CINQUANTE ET UNIEME LECON. 


INTEGRATION DES EQUATIONS AUX DERIVEES 
PARTIELLES. 


Des différentes espéces d'intégrales. — Equations qui se raménent aux 
équations différentielles ordinaires. — Equations linéaires du premier 
ordre & deux variables indépendantes. — Cas d’un nombre quel=- 
conque de variables indépendantes. — Equations aux différentielles 
totales. — Equations aux dérivées particlles du premier ordre, non 
linéaires, a deux variables indépendantes. 


DES DIFFERENTES ESPECES D’ INTEGRALES. 


642. On nomme équation aux deérivées partielles 
d’ordre » une équation qui renferme plusieurs va- 
riables indépendantes, x,, 22, .--, XZ, par exemple, 
une fonction inconnue 2 de ces variables et une ou 
plusieurs des dérivées partielles de 2 par-rapport a z,, 
Xo,--++) Lp jusqu’a l’ordre p inclusivement. Comme 
pour les équations différentielles ordinaires, il est pos- 
sible de remonter de |’équation aux dérivées partielles 
d’ordre p» 4 d’autres équations qui ne renferment plus 
que des dérivées d’ordre inférieur a », ou méme qui ne 
renferment plus que z,, 22, ..., Zn et 3; dans ce der- 
nier cas on a une intégrale finie de l’équation proposée. 

Si, d’une telle intégrale, on tire les valeurs de z et de 
ses dérivées partielles pour les substituer dans |'équation 
donnée, celle-ci doit étre identiquement satisfaite. 


643. Une équation du premier ordre ne peut natu- 
rellement avoir que des intégrales finies de la forme 


(1) F (21, %q; ++) 2a, 3) = 0; 


cette équation est appelée intégrale générale de |’équa- 
Stuas. — 4a., Il. 12 








o oo 7 7. Ft *a 
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tion proposée si la valeur qu’elle fournit pour 3 peut, 
pour une certaine valeur € attribuée 4 z,, par exemple, 
coincider avec yne fonction, choisie comme on voudra, 
des autres variables x2, 23, -.-, Ly; 11 faut évidemment 
pour cela qu'il figure une fonction arbitraire dans 
léquation (1). 

Une intégrale particuliére est une intégrale com- 
prise comme cas particulier dans l’intégrale générale ; 
une intégrale singuliére est celle qui, tout en satisfai- 
sant a l’équation proposée, ne rentre pas dans lintégrale 
générale. 

Enfin Lagrange a nommé intégrale compléte une 
intégrale daris laquelle figurent autant de constanles 
arbitraires qu’il y a de variables indépendautes dans 
I'équation proposée. 


EQUATIONS QUI SE BAMENENT AUX EQUATIONS 
DIFFERENTIELLES ORDINAIRES. 


644. Nous commencerons par le cas particulier trés 
simple out les dérivées partielles renfermées dans |’équa- 
tion ne sont relatives qu’a une seule variable. Il faut 
alors opérer comme si l’on avait une équation différen- 
ticlle ordinaire, mais aprés Pintégration on rempla- 
cera les constantes arbitraires par des fonctions ‘arbi- 
traires des autres variables indépendantes. Soit, par 
exemple, 


—_ — 3 72 . 
- yi 
en regardant y comme une constante, on a, 
u= By+C, 


et en remplagant la constante C par une fonction arbi- 
traire de y, 
u= wy + oy). 
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On trouvera de méme que l’intégrale de I‘équation 


du 
Y yt a4=0 


est 
yi ut = 9(2), 
g(x) désignant une fonction arbitraire de x. 


645. Ce procédé peut quelquefois s’étendre a des équa- 
tions of entrent des dérivées partielles relatives 4 deux 
variables. Soit, par exemple, 


(1) aa aakt — LY» 
dx dy dz 
du 
En posant — =p, ona 


Pa 
— = & 
dy P J» 


équation linéaire du premier ordre qui donne 


(2) p=er| ele) += frerdy], 


d’aprés la derniére formule du n° 544, ot la constante 
arbitraire C est remplacée par la fonction arbitraireg¢ (x). 

Si maintenant on intégre |’équation (2) par rapport 
a XZ, on aura 


“= oo [o(2)dz + zac fyardy + ¥iy)s 


+ (y) désignant une fonction arbitraire de y. 
Comme d’ailleurs 


ey 
freray= ar ay —1)s 


et que f(x) dz peut étre remplacé par une fonction 
arbitraire x(x), on aura définitivement 


; a Ae 
w= (ry) + TXT) + = (ay — 1). 
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EQUATIONS LINEAIRES DU PREMIER ORDRE A DEUX 
VARIABLES INDEPENDANTES. 
646. Soit 
(1) Pp+Qqg=R 
une équation dans laquelle P, Q et R désignent des 
fonctions données de x, y et 2; p et g les dérivées par- - 


tielles a , - I] s’agit d’en trouver l’intégrale générale 


(a) F(z, y, 4) =0. 


Or, nous avons vu, n° 146, qu’on parvient a une équa- 
tion telle que (1) lorsque deux fonctions 


(3) a= f(z, y, 2), 6=f,(2, Jy) &), 
étant liées par une relation quelconque 
(a, 6) =O, 


ou, plus simplement, 
(4) a= 9(6), 
on élimine la fonction arbitraire } ou 9. Dés lors il est 


naturel de chercher 4 satisfaire a |’équation (1) par une 
équation de la forme (4). 


647. Supposons donc que Vintégrale de 1’équation 


(1) Pp+Qq=R 
soit 
(2) a= (6), 


a et 6 étant des fonctions inconnues de z, y et 3. On 
tire de |’équation (2) 


ax da 

a) dz * ds” = 9(6) (E+ Fp): 
dx da , dé 
f+ Ea = 90) (F+Eq)- 
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Il faut qu’en éliminant p et qg entre les équations (1) 
et (3) on retombe sur une équation identique, ou qui 
devienne identique en ayant égard 4 |’équation (2). 
Si l’on ajoute les équations (3) aprés les avoir multi- 
pliées rspecuvement par P et Q, on aura - 


H QS e+ (Pp +Qae 
Toke’ e+ 0g, + (PP + 0 z |: 


ou bien, en “ae égard a |’ anon : )) 


i Ro - Re 


Or, on satisfera identiquement a cette équation, quelle 
que soit la fonction 9, en choisissant les fonctions aet6 
de telle sorte que l’on ait 


da. ax dx 
dr dy dz ’ 


et ces conditions seront remplies (629) si l'on prend pour 
aet 6 les fonctions f(z, y, 2), fi (x, ¥, 3), qui, égalées 
a des constantes, donnent les intégrales des équations 
simultanées 


L'intégrale (2), ainsi définie, satisfait 4 la condition 
caractéristique des intégrales générales : c’est de don- 
ner pour z une expression qui puisse se réduire 4 une 
fonction donnée, w(yv), de y, quand on attribue a x 
une certaine valeur § On doit avoir 


a= fli, 7, w(y)], 6=f,[§, y, w(y); 


Sion élimine y entre ces deux équations, on aura un 
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résultat de la forme 
I= (6), 
d’ot on conclut la forme qu'on doit donner 4 Ja fonc- 
tion arbitraire © pour satisfaire 4 la condition imposée. 


648. D’ailleurs, toute intégrale 
(6) F(z, y, 4)=0 
de I'équation (1) peut étre mise sous la forme (2). En 
effet, on tire de l’équation (6) 
_ dF dF ___—s dF. dF 
P= da’ ds” 71> ~ dy" da’ 


et ces valeurs étant portées dans I'équation (1), qu’elles 
doivent rendre identique, pulsque F = 0 est une inté- 
grale, on aura 


PSE +O FT +RE = 0, 


d’ou l’on conclut (632) que F est une fonction de et 
de 6. Donc l’équation (6) équivaut a une relation, 
a= (6), entre ces deux fonctions. Il résulte de la que 
Péquation (t) n’a pas d’intégrale singuliére. 
On arrive donc a cette conclusion : 
St 
S(ZY, Z) =e, Si(ay, z=" 


sont deux intégrales du systéme 


et st l’on pose 
a=f(r,y, 2), 6=f,(2,y, 8), 
Vintégrale de l’équation 
Pp+Qqg=R 


o désignant une fonction arbitraire. 


s(ra 
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649. On satisferait encore 4 l’équation'(4) en posant 


da da . _ 
Patt +Q E+ Ra, = % 9 (B) =0, 


ou bien | 
d6 d6 dé I 
Pade tla tha = e(6) 

Mais la premiére de ces solutions exigerait que 9(6) 
se réduisit a une constante ; on aurait alors l’intégrale 
@e=C; 
la seconde donnerait 6 = C,; ce ne sont que des inté- 

grales paruiculiéres comprises dans |’équation 


(a, 6) =o. 


650. On doit remarquer que l’intégrale « = 9(6) con- 
viendrait encore aux équations 


dont l’intégration dépend du méme systéme d’équations 
simultanées 


de _ dy _ds 
P~ QR’ 

651. Exempues : 
1° rUPp—yq =0. 


ll faut chercher les intégrales des équations 


x y Oo 
ces intégrales sont 
S=C, «¢ty=Cc; 
donc Vé équation Proposte est salisfaite par 
= o(xy), 


© désignant une fonction arbitraire. 
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a° | px! — qay = —y?. 
Il faut intégrer les deux équations 
dr dy dx dz 
sd —_—— >) —_—- =_—lc "— 
x? wy x? y' 


La premiére revient a 


dx__— ay , _ 
"x = — yY ? d ou 6 — zy. 
La seconde revient a 
dz _ dz 
zz 62 
On en conclut — . 
s= 3 6%a—-3 + 4, 
d'ot 
2 
Q=-s=— 3a 


-Donc lintégrale cherchée est 
° 2 
s— T= 9(2y), 


@ désignant une fonction avbitraire. 


3° P—-qT=v. 
Solution : Z2+o(r+y). 
&° PY — 92 =o. 
Solution: & = o(272 + y?), 


CAS DUN NOMBRE QUELCONQUE DE VARIABLES 
INDEPENDANTES. 


652. La méthode suivie dans le cas de deux va- 
riables indépendantes peut aisément se généraliser. 
Soit a intégrer l’équation 


(1) Py pit Py pat... + Prpna=R, 





re, i it. ~ . — 7 
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dans laquelle P,, P2, ..., Pn, R sont des fonctions 
données de n variables indépendantes 2,, 22, ---, Ln; 
et d’une fonction inconnue z de ces variables, tandis 
que Pi, Pa) «++; Pa désignent les dérivées partielles 


az dz , dz 
dz,” az,’ ° ? Arn 


L’équation (1) est encore linéaire, du moins par rap- 
port a Py, Pa, +++, Pa- 


653. On a vu(n? 117) que si des quantités a, 4%, ..., &p, 
fonctions connues de 2,, Zs, ---, Zn et 2, sont liées 
entre elles par une relation quelconque 


(a1, Ge, 22+) Ln) = 0, 
ou, plus simplement, 
(2) | = (as, Ag, evey On), 


et si on élimine la fonction arbitraire } ou ¢, on arrive 
4 une équation de la méme forme que I|’équation pro- 
posée. On est donc conduit a chercher, pour cette der- 
niére, une intégrale de la forme (2), en choisissant 
convenablement les fonctions @,, a, ..., &p- 

On tire de l’équation (2), en la différentiant tour a 
icur par rapport & 24, Za, ..-, Zn, 





da; dx, do (dz da, 
Ze +P Gs = oe (Gt Ge) + 
4 (2 5p, He) 
da, \ dx, ‘ds }’ 
dx dx d dr dx 
dea Pode ~ ay (den * Po ds )* 
+ de (4+ pps), 
din \ALp dz 


Si nous ajoutons ces égalités membre a4 membre, 
aprés avoir muluplié la premiere par P,, ..., la der- 
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niére par P,,, il vient 





dx 2 ax 
P, Te. + + Page +(Pipi+ .-+ Papa) Ge 
_ . de dx a1; 
= EP aay te eae 
i=2 . 


az; 
+ (Pipi... Papa) Ze | 


Mais si l’équation (2) est une intégrale de |’équation 
proposée, Py p, +..-.+ Prpr sera ilentiquement égal 
aR, et l’on aura 


dx, da, ax, 
P, dr, +. .ek Pr dr, R ds 
(3) aS de da, . Lp dx, 9 aX 
= Da (Pigg tet Page +R) 
i=? 


Cette équation sera vérifiée quelle que soit la fonc- 
tion 9, si l’on choisit les a de maniére que l'on ait, 
pour k=1, 2, 3,..., 7, 


d dx; 


f aX 4 Ax, Ax}. _ ; 
(4) P, dr, + °* az. +... + 


—. ——-=0 
" drn dz , 


+P 


or, il résulte des calculs faits au n° 629 qu’il suffit de 
prendre pour a, @, ..., %: des fonctions de z,, Za, --., 
Xn, % telles que les équations simultanées 


dx, Ax, _ dr, dz 





—» 
— 


”? BP SP 
aient pour intégrales 


= C1, te = Co, oy ep = Ca. 


On est donc ramené a trouver les intégrales du sys- 
téme (5); si l'on y parvient, on aura lintégrale de 
Péquation proposée sous la forme (2); d’ailleurs, la 
valeur de 3 qu’on en déduirait pourra, 4 cause de l’in- 
détermination de la fonction 9, coincider, pour x, = &, 








2 
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avec telle fonction que !’on voudra de x2, 23, .--, Ln; 
ce sera donc l’intégrale générale. 

On démontrerait encore, par un calcul analogue a 
celui du n° 648, qu’une intégrale quelconque de I’équa- 
tion (1) doit étre comprise dans la forme (2), a, 2, ..., 
a, étant toujours déterminées comme il a été dit tout 
a l’heure. 


654. On pourrait satisfaire 4 |’équation (3) en sup- 
posant que l’équation (4) fat seulemént vérifiée par 
quelques-unes des fonctions a, les dérivées partielles 
de © par rapport aux autres @ étant nulles ; il est clair 
qu’on arriverait alors 4 des intégrales particuliéres. 

On peut voir aussi, comme au n° 650, que l’inté- 
grale trouvée conviendrait a chacune des n équations 
dont le type serait 





P ari +P dey + dr 
1 dr, + i-1 ax; i+1 aa; 
ar; ax; _ 
+ Pa ge R- = Pj, 


zx; étant fonction de 2,, %o, .-+) Lindy Liga, oe) Ln 
et Se 


655. Exemp.Le: 


1) Lae du tamu 
( dz * dy tae" 


Il faut d’abord intégrer le systéme 
dx_dy_dz_ du, 


x y z mu 
on en déduit 
3 u 
J =e, -=c’*, —=0C"’, 
zr Zz am 


et, par suite, 


c’est-a-dire que u est une fonction homogéne du degré m 
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des variables x, y, 3. L’équation (1) exprime, en effet, 
une propriété connue des fonctions homogénes (1, 178). 


EQUATIONS AUX DIFFERENTIELLES TOTALES. 


656. L’étude des équations non linéaires aux déri- 
vées partielles nous aménera 4 considérer des équations 
de la forme 


(1) Xdz+Y¥dy +Zdz= 0, 


dans lesquelles X, Y, Z sont des fonctions données de 
2, Y, 3; ces trois derniéres variables étant assujetties a 
une seule condition, on peut regarder deux d’entre 
elles, z et y par exemple, comme indépendantes, ; 
étant fonction des deux autres: alors dz est la diffé- 
rentielle totale de z correspondant aux accroissements 
dz et dy des deux variables indépendantes. 

On voit tout de suite, en raisonnant comme au 
n° 530, que l’expression de 3 en fonction de x et de y 
doit nécessairement dépendre d’une constante arbi- 
traire ; car donnons-nous la valeur 29 de 3 pour x = 2% 
et vy = Yo; |’ équation (1) nous donne les accroissements 
dz que 3, doit subir quand on passe des valeurs Zo, ¥¢ 
des variables indépendantes a d’autres valeurs qui se 
succédent par degrés infiniment petits ; la valeur géné- 
rale de s dépend donc de sa valeur arbitrairement 
choisie au point de départ. 

Toutefois, on n’est plus certain de former de la sorte 
une fonction bien déterminée de x et de y: il pourrait 
arriver qu’en faisant croitre ces variables de ro 4 z, et 
de ¥o 4 ¥%1, On obtint pour 3 une yaleur qui dépendit 
de la loi des accroissements simultanés de x et de y, et 
fat absolument indéterminée. Et précisément, nous 
allons voir que I’éqiation (1) ne peut donner pour 3 
une valeur fonction de x et de y, dans le sens ordinaire 
de ce mot, que si une certaine condition est remplie. 
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Si nous posons 
X Y 
(2) P=—-5 Q=- 7 


nous lirerons de ]’équation (1) 


dz = Pdr +Qay; 
on a donc 
dz 


dz 
(3) dr =P, dy = Q; 
mais, d’aprés une propriélé générale des fonctions de 
plusieurs variables, on doit avoir 


dds_ dds 
dy dx dx dy 
Pour calculer ces dériyées secondes, il faut remarquer 
que P et Q contiennent non seulement z et y mais 
encore z qui est fonction de l’une et de I’autre ; la con- 
dition devient, eu égard aux équations (3), 

dP dP dQ 
—— -+- ae 
dy 5 
effectuons les différentiations en remplacant P et Q par 
leurs valeurs (2) : on peut tout multiplier par Z?, et il 
vient, aprés de simples réductions, 


(5) K(F-F)+V(F Fe) tus cz) =? 


dz dz dy dx 
Nous avons dit que pour des valeurs quelconques de 
xz et y on peut se donner arbitrairement 2; |’équation 
(5) doit étre vérifiée pour un. systéme quelconque de 
valeurs de z, y, 3; elle doit donc étre une identité. 


(4) 


657. La condition (4) ou (5), nécessaire pour l’exis- 
tence de la fonction cherchée 3, est aussi suffisante : 
nous le reconnaitrons en apprenant 4 déterminer 3. Il 
faut et il suffit que cette inconnue satisfasse aux deux 
équations (3): considérons d’abord l'une d’elles, par 
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exemple | 

dz ds 
(6) =P, LE 4X =o; 


puisque l’équation ne contient pas de dérivée relative 
ay, on peut (644) l’intégrer comme une équation dif- 
férentielle ordinaire, en traitant y comme une ccn- 
stante, a la condition de remplacer la constante d’inté- 


_ gration par une fonction quelccn jue, a, de 9°. Soit donc 


(7) s=F(z,y, @) 

Pintégrale de |’équation (6): je la suppose résolue par 
rapport a 2 pour abréger I’écriture dans l’analyse ac- 
tuelle ; mais dans la pratique on la prendra sous la 
forme ot elle se présente. Nous devons déterminer « de 
maniére que la seconde condition (3) soit: satisfaite, 
<’est-a-dire que l’on ait 


Q = aF d¥ da 
dy “ da dy’ 
d’ou | 
da dF\ dF 
8) dy = (2—Gy) ae 


Le premier membre est fonction de y seul; le second 
membre, quand ‘on aura remplacé z par sa valeur (7), 
devra étre indépendant de 2 ; en égalant a zéro sa dé- 
rivée relative a z, on trouve ) 


dQ dQ @F\dF (/. dF\ a@F _ 
(oe +P as ted) dz -(@-%) dz da ° 
ou, en ayant égard a4 I’équation (8) et divisant par 
dF 4 

Fq? qui n'est pas nul, 


dQ .dQ @F- dF da _ 
(9) dz 7a — dedy ~ drda dy 


Mais, l’équation (7) étant lintégrale de (6), on a iden- 
tiquement 
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La dérivée du premier membre de cette identité par 
_ rapport 4 y est nulle : 


5" ak aF da _ 


Si Péquation (4) est satisfaite, cette identité prouve 
que l’équation (g) est aussi identiquement satisfaite. 
L’équation (8) est alors une équation différentielle or- 
dinaire entrea ety, 3 étant remplacé par sa valeur(7); 
on peut en trouver |’intégrale, qui contient une con- 
stante arbitraire C, et il suffit d’éliminer « entre cette 
intégrale et l’équation (7) pour avoir la relation cher- 
chée entre z, y, z et C. 

On aurait pu partir de la seconde des équations (3), 
ou méme prendre zavec x ou y pour les variables indé- 
pendantes. Dans tous les cas, il faut d’abord intégrer 
Péquation a laquelle se réduit la proposée quand on 
suppose constant zx, 7 ou 3; on fera le choix qui doit 
rendre cette premiére intégration la plus facile. 


638. Quand la fonction z existe, ou quand !’équa- 
tion proposée est intégrable, on peut supposer l’inté- 
grale résolue par rapport a la constante qui y figure : 


C= 9(2, y, 2); 
on en tire 


dy dy dp, 

dg tet dy + dee = 9% 
pour que cette équation et fa proposée soiert satisfaites 
par les mémes valeurs de dx, dy, dz, il faut qu’on 
ait 


— 
—_—— — 


ces relations, devant avoir lieu pour un systéme quel- 
conque de valeurs 9, 79, 29, sont des identités : si l’on 
appelle » la valeur commune des fractions, on aura 
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identiquement 
_ 49 _ a _ 49. 
pX= a eY = 7, pL= 3 


il existe donc au moins un facteur p, fonction de z, y, 3, 
par lequel il suffit de multiplier X dx +-Y dy +Zdszs 
pour le rendre différentielle exacte. 

Si l’on ne connait pas l’intégrale de |’équation (1), la 
recherche réguhiére du facteur d’intégrabilité » est dif- 
ficile; mais il est bon de regarder si on ne l’apergoit pas 
immédiatement, comme cela arrive dans les cas simples ; 
on en déduirait l’intégrale avec une extréme facilité. 


639. Ecemple. — Soit l’équation 
(1) y2dz—axzdy —(zr°+ y?)dz=O0. 
L’équation de condition (5) est ict 

y3(— 2+ ay)—7ra(— 22 — y)—(xz*+ y*)(3 + 2) =o: 
elle est identiquement satisfaite. Comme c’est 3 qu'il 
faut supposer constant pour simplifier le plus possible - 
’équation (1), je prends y el 3 comme variables indé- 
pendantes. On doit avoir 


dr = dx xt+y?, 
dy y dz” ya ” 





la premiére condition donne x = ay, & étant une fonc- 
tion de z; la seconde condition devient alors 


dz daz yi + 2) ; 


dz 7 dz ys 
elle se réduit 4 une équation entre ~ et 5, soit 
da 1+a3 dz _ dz, 
dz. 2s it az og? 


d’ . 
ou 
l.z = arctanga-+ C, 


ou, en remplacant « par» 


lLz= arctang — + C. 
J 
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Il était facile de voir a priori que le premier membre 
de |’équation (1) devient une différentielle exacte si on 


le multiple par (ays 


conclu I’intégrale. 


: on en aurait immédiatement 


EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES DU PREMIER ORDRE, 
NON LINEAIRES, A BEUX VARIABLES INDEPENDANTES. 


660. Parmi les équations non linéaires aux dérivées 
partielles du premier ordre, nous considérerons seule- 
ment. celles qui ne renferment que deux variables indé- 
pendantes : on peut les regarder comme définissant une 
infinité de surfaces, et cette interprétation géométrique 
leur donne un intérét particulier; mais surtout on peut 
les intégrer par une méthode trés simple, qui ne se gé- 
néralise pas sans complication. Soit 


(1) f(s Bs Pr V)=O 
Péquation qu'il s’agit d’intégrer. Si l’on connaissait, en 
fonction de x, y et 3, les dérivées partielles p et g qu'on 
peut déduire d’une intégrale de ’équation proposée, on 
aurait la différentielle totale dz sous la forme 
(2) dz = Pdr +Qay, 
et l’on retrouverait 2 en intégrant une équation aux 
différentielles totales (657), ou une différentielle 4 deux 
variables (498), selon que P et Q contiendraient ou ne 
contiendraient pas 5. 
Les valeurs de p et de q doivent satisfaire identique- 
ment 4 l’équation (1) et de plus a la relation générale 
dp dq 
(3) dy * dx 
Proposons-nous de former une équation 


(4) . 9(2, 7%, 2, Pr J) =0 
qui, associée a |’équation (1), donne pour p et q des va- 
Stcam. — 4n., Il. 13 
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leurs remplissant la derniére condition. Différentions les 
équations (1).et (4) par rapport a z, puis ay : on aura 


of df _afdp | df dq _ ae _ 
Pads * dp dx dq dx °? dr 
y df af dp _ af dq _ ae 
dy 4dz° dp dy dqgdy " ay" * 
Eliminant oP entre les deux prémiéres équations, a 


entre les deux derniéres, nous aurons 


df do df dp (uf do df do 


eee ee ee — 


fs 2 —. a ——— ee 


Pour que |’équation (3) soit satisfaite, il faut que les 
seconds membres des équations précédentes soient 


égaux; c’est d’ailleurs suffisant, parce que le bindme 


df de _ of z ne saurait élre identiquement nul sans que 


les équations (1) et (4) donnent pour p et g des valeurs 
indéterminées. 

L’équation a laquelle © doit satisfaire s’obtient en 
égalant les premiers membres des dernitres équations, 
et peut s'écrire 


df do df de o\ es 
dp dc * dq dy i dq) ds 


( 
| (£20) 8 (Gf) B- 


toute solution de cette équation permettra de déler- 

miner des valeurs convenables pour p et q, de former 

Péquation (2) et d’en déduire une intégrale, plus ou 
inoins générale, de |’équation proposée. 


{5) 
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D’aprés ce qui a été établi, d’une maniére générale, 
au n° 629, |’ équation linéaire aux dérivées partielles (5) 
sera satisfaite si l’on prend pour 9 une inlégrale quel- 
conque, a désignant une constante, 


Z2—-a=o0 


du systéme dé juations simultanées 


© GG oF, GFT, oF, 
dp dq P ap dp +95 dz PE dy Tas 
Il n’est pas nécessaire que |’intégrale soit résolue par 
rapport a la constante arbitraire, e et on peut la prendre 
sous la forme 
P(2, y, 2, P, J, 2) = 09; 
celte équation, jointe 4 l’équation (1) permettra de dé- 
terminer p et qg en fonction de z, 7’, 3, a, et de former 
Péquation (2); la condition de son intégrabilité est na- 
turellement satisfaite, et l’on pourra trouver son inté- 
grale, renfermant une nouvelle constante arbitraire 0, 


(7) F(z, JM, 4, a, b) = 0, 


qui est en méme temps une intégrale de l'équation 
proposée: ce n’est qu'une intégrale complete (643), 
mais il est bien facile d’en déduire Vintégrile générale. 
661. Si nous différentions l’cquation (7) par rapport 
a4zelay, nous aurons 
(8) aF pak =o, wa _ 4a 
de Pas-% dy as 
Puisque léqualion proposée admet pour intégrale l’é- 
quation (7), elle doit étre satisfaite identiquement, 
quelles que soient les valeurs des constantes a et b, 
quand on y remplace z, p et g par leurs valeurs fournies 
par les équations (7) et (8). 
Cela posé, imaginons que dans l’équation (7) nous 
remplacions a par une fonction « de x, y et 3 et que 
13, 


=— oO. 
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nous posions 6 = (a), 4 désignant une fonction quel- 
conque. On peut choisir a de maniére que |’équation 


(7 bis) F[z, y, 2, % $(2)] =o 


soil encore une intégrale de la proposée. A cet effet, je 
la différentie par rapport 4 z et ay, ce qui donne 


dF dF [dF dF ., dz dz 
| | a rast lat ayo) |(Zt+P a) => 
(8 Ots)) oe oad OofdF dF, dx dx 


Les équalions (7 bis) et (8 bis) donnent maintenant 
s, pet q; mais si l'on choisit « de maniére que |’on 
ait 

dF 


(9) da 7 BY (2) =0 
les valeurs de 3, p et g ne différent que par le change- 
ment de a en 2, de b en‘, de celles que donnaient les 
équalions (7) et (8); elles satisfont identiquement a 
l’équation (1). L’équation (7 bis), dans laquelle « serait 
remplacé par sa valeur en x, y, 2 urée de |’équation (9g), 
est donc uneinlégrale de la proposée; d’ailleurs, comme - 
on ne peut résoudre }’équatlion (g) si l’on ne particu- 
larise pas la fonction ¢, on conservera le systéme des 
deux équations (7 bis) et (g) pour représenter Vinté- 
grale obtenue. Jajoute que c’est Vintégrale générale : 
car si l’on veut avoir z= a(y) pour z= 6, il faudra 
qu’on ait en méme temps 
F(E IY, Oy), % Y(%)] = 0, o + Yo) = 0; 

Pélimination de y, quiest possible, conduit a une équa- 
tion en 2, (a) et U/(a2), propre a déterminer la forme 
de la fonction ¥. 

L’intégrale compléte conduit aussi 4 une intégrale 
singuliére : remplacons a et b par des fonctions 2, B de 
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2, y, 5 déterminées par les deux équations 


dF dF 
(10) da 7 0, a 


les valeurs de 2, p et q tirées de |’équation 


=0,; 


(7 ter) F(z, y, 2, %, B) =o 

auront la méme forme que les valeurs tirées de (7); 
-Péquation (7 ter) associée aux équations (10) est donc 
encore une intégrale de l’équation proposée. 

Au point de vue géométrique, l'intégrale complete (7) 
définit un réseau de surfaces dont l’enveloppe (283) est 
représentée par l'intégrale singuliére. Si l’on pose 
a = 4(b), ’équation (7) ne représente plus qu’un fais- 
ceau de surfaces dont l’enveloppe (282) est définte par 
l’intégrale générale. 

On pourra reconnaitre que la méthode qui nous a 
permis de passer d’une intégrale complete 4 |’intégrale 
générale s’applique sans difficulté au cas de n variables 
indépendantes. Soit 


(11) F(21, 22, .-+,2n, 4, Qj, Aq, -.., An) =O 


l'intégrale compléte donnée: on regarde une des con- 
stantes, a, par exemple, comme fonction des n—1 
autres, et l’intégrale générale est le résultat de l’élimi- 
nation de ay, Gq, ..-, @n_, entre l’équation (11) et ses 
dérivées relatives aux paramétres @,, @2, ..-) Gn_1- 


662. Exemple. — Soit a intégrer |’équation 
(1) mpqg—2=0. | 
m étant une constante. Les équations (6) dun°660sont ici 


dre dy ds dp aq, 
ial —. = = Tt, 


mg mp .2mnpqg” p q 
en égalant la premiére et la deuxiéme fraction, on trouve 
Vintégrale 


(6 bis) 


creer cnn “0 ee 
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? ° . 9 
équation (1) donne alors p = ——, et l'on a 
zdr «x—a 
dz = zoat fm dy. 


En divisant par xz —a, et faisant tout passer dans le 
premier membre, on a 


(r7—a)dz—zdr_ dy _ | 


(7 — a)? 
On a deux différentielles exactes dont l’intégrationdonne 


f__¥__ 2, mz =(r—a)(y — 5). 


L’intégrale compléte représente un paraboloide hy- 
perbolique dont le sommet S a pour coordonnées 


T=da, y=b, 4=0. 
L'intégrale générale, définie par les deux équations 
(2) ms=(r—a)[y—9la)}. x» — 9(a) + (4 — @) 9a) =0 
représente |’enveloppe des paraboloides en supposant 


que leurs sommets S parcourent une courbe Cdéfinie par 
les équations 
~2=0, yy =9(2). 
Nous allons voir qu’on peut déterminer © de telle 
sorte que, pour x = m, 5 soit une fonction donnée de y, 


‘ par exemple 3 = y. Les équations (2) donnent 


my =(m—a)ly—¢la)], y—9la)+(m—a)e'(a) =o; 
si l’on élimine y, il vient 
o(a) m 1 I 


melay= alm —a)elan Cay = aim—a) a ma? 


lintégration par rapport a a@ est facile, et en désignant 
parc une constante, on trouve 


ca 


l.o(a)=la —l(m—.a)+ Ie, 9(a@) = ——— 5 


on voil que le lieu ¢ de S est alors une hyperbole. 
Si l’on élimine a et 6 entre lquation d’un des para- 
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boloides et ses dérivées relatives 4 @ et a 6, on trouve 
z= 0 pour Il'intégrale singuliére. 
On aurait pu partir d’une intégrale des équations 
(6 bis) autre que celle.dent je me suis servi; le lecteur 
pourra reconnaitre qu’on arrive a une inlégrale générale 
équivalente 4 celle que nous avons obtenue. 


EXERCICES. 
1. Integrer 'équation aux différentielles partielles 


+ ye 2 2) = 
(7 —y 2) (ay — ys * 


r+y —Zz 
SOLUTION : os o( ; ). 
z Zz 


2. Determiner une surface telle, que le plan tangent mené par 
un point quelconque M rencontre une droite donnee de position en 
un point qui soit également distant du point M de la surface et d’un 
point fixe pris sur la droite donnee. 

SOLUTION : Prenant le point fixe pour origine et la droite donnée 
pour axe des 2, l’équation de la surface est 








rt + yt + 22 ==9(2)}; 
g désignant une fonction arbitraire 


3. Determiner une surface telle, que le plan tangent mene par 
un point quelconque M rencontre une druite donnee de position en 
un point dont la distance a un point fixe pris sur cette droite soit 
egale a la distance de ce point fixe au point M de la surface. 


SoLuTion : Mémes axes : 
2+ yx? + 2 + 33 = ¢(2)- 
4. Intégrer Véquation | 
(y23-y2) dx + (22+ xz) dy + (y?— xy) dz = 0. 
SOLUTION : ry +y2=Cl(y+2). 
3. Intégrer U'équation aux dérivées partielles 
(p? + q*)z— pz =o. 
SoLuTiIon : On peut trouver l’intégrale eompléte 
zt = atzt + (ay + b)?. 
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APPLICATIONS GEOMETRIQUES DES EQUATIONS AUX 
DERIVEES PARTIELLES. 


Surfaces cylindriques, — coniques, — conoides. — Surfaces de révolu- 
tion. — Lignes de niveau, — de plus grande pente. 





SURFACES CYLINDRIQUES. 


663. On appelle surface cylindrique toute surface 
engendrée par une droite indéfinie MN qui se meut pa- 
rallélement 4 une droite donnée OD, en s’appuyant con- 
stamment sur une courbe donnée AB, nommée airectrice. 

Soient 

L—datE+a, 
(1) y = 62+ 6, 


Jes équations de la génératrice MN : a et 6 sont des coefhi- 
cients constants qui expriment que MN est toujours paral- 

Fig. 13. léle a OD; « et 6 désignent des 
paramétres variables avec Ja po- 
sition de la génératrice. Soient 
F (7,7, 3) =0, 


(2) F,(2, 7,2) =0, 


les équations de la directrice AB. 
On exprimera que cette courbe 
et la génératrice se rencontrent, en éliminant x, y et 2 
entre les équations (1) et (2). Si 


(3) g(z,6)—=o 
est le résultat de cette élimination, il faudra, pour avoir 


‘équation de la surface cylindrique, éliminer a et 6 entre 
les équations (1) et (3), ce qui donne 





o(.c—az, y — bs) =0, 
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ou 
(4) y — 62 = %(r—az), 

® désignant une fonction quelconque. C’est ]’équation 
la plus générale, en quantités finies, des surfaces cylin- 
driques. 

Réciproquement, toute surface dont |’équation a la 
forme (4) est cylindrique, car cette surface contient les 
droites paralléles qui ont pour équations 

2—as=t%, 


y—bz=6, 
les constantes « et 6 satisfaisant a l’équation 6 = ®(a). 


664. Pour avoir l’équation aux dérivées partielles des 
surfaces cylindriques, on différentiera l’équation (4), 
tour 4 tour par rapport 4 x et ay: en posant 


az 


dz 
PT’ 7 = dy’ 
ona 
— bp = &'(x—as)(t— ap), - 


1— bg = — (x — az) x aq, 
d’ot résulte, en éliminant ®'(z — az), 
(5) ap + bg =1, 
équation générale, aux dérivées partielles, des surfaces 
cylindriques. 


665. Cette équation exprime que le plan tangent a 
la surface est toujours paralléle aux génératrices. 

En effet, le plan tangent mené par un point quel- . 
conque (zx, y, 3) de la surface a pour équation 


ZL—2=p(X—a2)+q(¥—y), 
et Ja condition pour que ce plan soit paralléle ala droite 
X=aZ, Y= 6Z, 
est, comme l|’on sait, 


ap + bq =1. 
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666. Pour intégrer l’équation, aux dérivées partielles, 
des surfaces cylindriques, 


ap + bq =1, 
il faut d’abord (648) intégrer le systéme 
dr dy | 
er emit: 


ce qui donne 
B--atme, y—be=—e'; 
par conséquent, I’équation ¢ (x — az, y — bz) = 0, ou 
| y —bs=0(x—as), 
est l'intégrale cherchée. 


667. La fonction arbitraire ®, qui entre dans l’inté- 
grale générale, peut étre déterminée par diverses condi- 
lions. 

Si, par exemple, on veut que la surface cylindrique 
passe par une courbe donnée 


(1) F(z, y,2z)=0, F(x, y,2)=0, 
on posera 
(2) Z—az—=a, y—bs=—6. 


Les équations (1) et (2) doivent étre satisfaites par les 
mémes valeurs de x, y, z, pour que tous les points de la 
courbe soient sur la surface. En éliminant x, y, z entre 
ces quatre équations, on trouvera une relation telle que 
o(a, 6) =0, d’ou 6 = ® (a); on aura donc par ce calcul 
la forme particuliére de la fonction ®. 


668. Si la surface cylindrique doit étre circonscrite 4 
une surface donnée 


(t) F (x, y, 2) =0, 
on commencera par déterminer la courbe de contact, ce 
qui raménera Je nouveau probleme au précédent. Or, 


"équation (1) est déja une des équations de cette courbe. 
On obtiendra une seconde équation en exprimant que la 
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surface donnée et le cylindre ont le méme plan tangent en 
chaque point de cette courbe. 
Le plan tangent 4 la surface (1) a pour équation 


dF 


dF aF 
dx ( *) dy ( y) d. (2 —s) 


dz 
L’équation du plan tangent au cylindre est 
Z—z=p(X—2z)+q9¢(Y—y): 


on aura donc 


dF dF 
dz dy 
p= ae 71> aF 
dz a 


En portant ces valeurs dans ]'équation 


ap + bq =1, 
on aura 
dF aF dF 
(2) ta toa tat 


Les équations (1) et (2) déterminent complétement la 
courbe de contact. 


“SURFACES CONIQUES. 


669. On appelle surface conique une surface engen- 

drée par une droite indéfinie KN qui passe par un point 

Fig. 114. fixe K, et rencontre constam- 

ment une courbe donnée ANB, 
nommeée directrice. 

Soient a, 5, c les coordon- 
nées du point K. La généra~ 
trice KN sera représentée, dans 
une de ses positions, par les 
éguations 





{ote 


y —b=6(2—e), 


204 COURS D ANALYSE. 


«et 6 étant deux paramétres qui varient avec la position 
de la génératrice. Pour exprimer que cette droite ren- 
contre la courbe AB, on éliminera x, y et z entre les 
équations (1) et les équations 


(2) F(z, 7,z)=0, F,(z, y, 2) = 0, 


qui représentent la directrice ANB. On obtiendra ainsi 
une relation 


(3) 9 (a, 6)=—0; 


en éliminant ensuite « et 6 entre les équations (1) et (3), 











zr—a y—b 
On aura 9| ———» = 0, 0u 
zZ—c 3—ec 
y --6 z—a 
= — 
(4) Z—c (=*), 


équation générale, en quantités finies, des surfaces co- 
niques. 


670. L’équation (4), différentiée successivement par 
rapport a xz et a y, donne 


—(r—5)p _ '(2=*) ee 
.  (2—e) =? z2—c | (z—c)? , 
padalyNa_y(e=e) [=e =ale), 


(z — c¢)? z2—c (z—c)? — 











En éliminant 9’ ( — 4) entre ces équations, on aura 
(y—6)p_ _ ee — (4 —2)p, 
z—c—(y—6)q (e—a)q 
d'ou 
(5) 2—c—=(r—a)pt+(y—b)q, 


équation aux dérivées partielles des surfaces co- 
niques. 


671. Pour intégrer l’équation (5), on résoudra le 
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systeme 
dr dy dz 


—_ 











z—a y—b  3—c’ 


qui a pour intégrales 














z—@_¢ yoo ig 
z—e zZ—e 
ce qui donne | , 
i=" = (2-4), 
s—ec z—ec 


c’est-a-dire l’équation (4). La fonction arbitraire ® sera 
déterminée par la condition que la surface conique passe 
par une courbe donnée, ou soit tangente a une surface 
donnée. La marche 4 suivre pour résoudre ces problémes 
est indiquée aux n°* 667 et 668. 


1 


SURFACES CONOIDES. 


672. On appelle surface conoide toute surface engen- 
drée par une droite parallele a 
un plan donné, nommé plan 
directeur, et qui est assujettie 
a rencontrer une droite et une 
courbe données. 

Prenons pour plan des .ry un 
plan parallele au plan directeur, 
et pour axe des z la directrice 
rectiligne. 


Fig, 115. 





( F (x, 7,2) = 0, 
F,(z, 7, 2} =0 


les équations de la dircctrice curviligne AB. 
Les équations de la génératrice MN seront 


(2) Za, y =6r, 


et si l’on élimine x, y, 2 entre les quatre équations (1) 
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et (2), on aura une certaine équation 

(3) g(a,6)=—o0 

exprimant que la génératrice MN rencontre la directrice 
AB. Si donc on élimine « et 6 entre les équations (2) 


et (3), on aura 9 (+, 2) = 0, ou 


(4) s=0(2); 


c'est, en guantités finies, \’équation des surfaces co- 
noides. 


673. En différentiant l’équation (4), on aura 


d’ot l’on conclut 


(5) px + qy =o, 
équation aux dérivées partielles des surfaces co- 
noides. 

Cette équation exprime que le plan tangent en un point 
quelconque M, contient la génératrice correspondante. 
En effet, si dans ]’équation du plan tangent 


Z—s=p(X—2)-+9(¥—y) 

on fait X = 0, Y =o, il en résultera 
Z—z—=—px—qy=o, wot’ Z=s. 

Le plan tangent rencontre donc |’axe des z au méme point 


que la génératrice KM, et, par suite, il contient cette 
droite avec laquelle il a déja le point M commun. 


SURFACES DE REVOLUTION. 


674. Les surfaces de révolution sont celles que lon 
obtient en faisant tourner une certaine ¢ourbe autour 
d’une droite fixe, nommée aze de révolution. 
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Pour plus de simplicité prenons l’origine sur l’axe OD. 
Soit AMB la courbe génératrice. Dans le mouvement de 
Fig. 116. cette ligne chacun de ses 
points décrit une circonfé- 
rence, et ]’on peut considé- 
rer Ja surface de révolution 
comme le lieu des circon- 
férences de cercle qui ont 
leurs centres sur l’axe, leurs 
plans perpendiculaires a cet 
axe, et qui rencontrent la courbe AB. 


Soient 


77 _? 
(1) a 6b ¢ 


les équations de la droite OD, et 





( B@+y’ +27 =2, 
(2) 
( ax + by +c2z—=6 
les équations du cercle mobile, considéré comme | ’inter- 
section d’une sphére, ayant son centre au point O, et d'un 
plan perpendiculaire 4 axe OD. 

Soient 


F (2, 7, 2) =0, 
(3) ( 


F,(z, 7,2) =0 
les équations de la courbe AB. En exprimant que le cercle 


et la courbe se rencontrent, on parviendra a une certaine 
relation 


(4) ¢(a,6)=o0, 


et si l’on élimine ensuite « et 6 entre les équations (2) 
et (4), on aura 


g(e@+yt2, axr+ by +cz)=0 
ou 


(5) ax + by + cz 0 (27 + 7? + 2°), 


équation générale, en quantités finies, des surfaces de 
révolution. 
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675. Pour obtenir l’équation aux dérivées partielles, 
on différentiera l’équation (5), ce qui donnera 


a+cp=20'( 2? + y? +27)(x+ zp), 
b +- cq = 20'( 2? + 7? + 27) (y + 29); 
d’ou, en éliminant la fonction ©’, 


atcp x«-+2p 
b+eq y+2q. 





et, par suite, 
(6) (cy — bz) p + (az — cx) q = bx — ay, 
équation aux dérivées partielles des surfaces de révo- 


lution. 


676. Cette équation exprime que toutes les normales 
d’une surface de révolution rencontrent l’axe. 

En effet, si Pon élimine X, Y, Z entre les équations 
de la normale 


X—2z- Z—z)=0, 
(7) + p )=o 


Y—y+q(Z—2z)=09, 


et les équations de |’axe 


(8) | X= <Z, y— z, 


c 
on retrouve précisément |’équation (6). 


677. Pour intégrer l’équation 


(1) (cy — bz) p A- (az — cx) gq = bx — aay, 
il faut commencer par intégrer les équations simultanées 
dr dy dz 


cy —bz az—ca bzr—ay 
Or, si ]’on représente par dt la valeur commune de ces 
trois rapports, il en résultera 
dx = (ey — bz) dt, 
(2) dy = (az — cr) dt, 
dz = (bx — ay) dt. 
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a 


En ajoutant ces trois derniéres équations multiphées 
Tespectivement par z, )’, 5, on trouve 
ardzx+ydy+sd3s=0, 
d’ot 
zi+ y2+ st?=C. 
Si Pon ajoute les mémes équations respectivement 
multipliées par a, b, c, ona 
adz-—-bdy+cdz=0, 
dou 
az + by + cs = C’, 
Donc l’intégrale générale de |’équation (1) sera 
(3) ax + by —cz = P( x72 + y? + 32). 


678. Les équations (1) et (3) prennent une forme plus 
simple quand OD est l’axe des 3. Elles se réduisent a 


PY — {# = 9, 
= P(7?+ y?). 


On pourrait les trouver directement. 


DES LIGNES DE NIVEAU ET DES LIGNES DE PLUS GRANDE 
PENTE. 


679. On appelle lignes de niveau sur une surface les 
sections faites dans la surface par des plans horizon- 
taux. Supposons la surface rapportée a trois plans de 
coordonnées dont l'un, celui des xy par exemple, suit 
horizontal : une ligne de niveau quelconque se projet- 
tera sur ce plan en vraie grandeur. et l’équation de sa 
projection se déduira de celle de la surface en y rem- 
placant 3 par une constante convenable. 

Quand on se déplace d’une maniére quelconque sur 
la surface, ona 

dz=pdr+qdy,; 
le long d’une ligne de niveau, ¢s est nul, et lon a, pour 
Stcam. — An., Il. 14 
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le coefficient angulaire de la langente a cette ligne ou a 
sa projection horizontale, 


(1) de q° 
la tangente en un point quelconque de la ligne de ni- 


veau est une horizontale du plan qui touche la surface 
au méme point. 


680. Parmi toutes les droites menées par un point 
dans un plan, il en est une qui fait avec [horizon un 
angle plus grand que toutes les autres : c’est la ligne de 
plus grande pente du plan, et l’on sait qu’elle est per- 
pendiculaire 4 toutes les horizontales du plan. 

Sur une surface, on appelle ligne de plus grande 
pente une ligne telle que sa tangente MT en un quel- 
conque de ses poinis, M, soit la ligne de plus grande 
pente du plan tangent en M; elle est plus inclinée sur 
Vhorizon qu’aucune des droites qui touchent la surface 
au méme point. La droite MT est perpendiculaire a 
lhorizontale MH du plan tangent, c’est-a-dire a la tan- 
gente a la ligne de niveau qui passe en M; pour que 
Pangle HMT, dont un cété est horizontal, soit droit, il 
faut et il suftit que les projections horizontales de MH 
‘et de MT soient perpendiculaires Pune a lautre; nous 
avons vu (1) que le coefficient angulaire de la premiére 


est — a celur de la seconde doit étre égal ate et Von 
aura, tout le long d’une ligne de plus grande pente, 


dy _ 4 


(2) dz p? pdy—qdzr=o. 


51 l'on remplace p et q par leurs valeurs en fonction 
de x et ) urées de I’é équation de la surface, on pourra 
intégrer |’équation (2), ce qui fera connaitre la projec- 
tion horizontale d'une ligne de plus grande pente carac- 
térisce par la valeur de la coristante d’intégration; c'est 
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une trajectoire orthogonale des projections des lignes 
de niveau. 

Pour qu’urfe ligne tracée sur une surface soit une ligne 
de plus grande pente, il faut et il suffit qu’elle soit ortho- 
gonale aux lignes de niveau qu'elle rencontre. Sur une 
surface de révolution a axe vertical, les paralléles sont 
des lignes de niveau; les courbes méridiennes, orthogo- 
nales aux paralléles, sont les lignes de plus grande pente. 


681. Considérons un ellipsoide défini par l’équation 
(3) Az*+ By?+ Cs? = I 





le plan des xy étant toujours horizontal. On voit que les 
lignes de niveau sont des ellipses homothétiques. Pour | 
déterminer les lignes de plus grande pente, je tire de 

Méquation (3) 


si l’on porte ces valeurs dans |’équation (2), 3 disparait 
et ona 
dy _ By | dy ax 


dx Ax’ y BS 


Les intégrales des deux membres sont des loga- 
rithmes ; en passant aux nombres correspondants et dé- 
signant par m une constante arbitraire, on trouve 
(4) y* = mx8. 

Les lignes de plus grande pente sont, en général, a 
double courbure et se projettent horizontalement sui- 
vant des lignes paraboliques passant a l’origine : toute- 
fois, en prenant m nul ou infim, on a les ellipses princi- 
pales, dont les plans sont verticaux. La constante m se 
calcule en exprimant que la courbe (4) passe par un 
point donné; si ce point coincidait avec lorigine, la 
valeur de mm serait naturellement indéterminée. 
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SUITE DES APPLICATIONS GEOMETRIQUES DES EQUATIONS 
AUX DERIVEES PARTIELLES. 


Surfaces développables. — Intégratiom de l’équation des surfaces déve- 
loppables. — Surfaces réglées. — Equation de la corde vibrante. 





DES SURFACES DEVELOPPABLES. 


682. On nomme surfaces développables celles qui 
étant supposées flexibles et inextensibles peuvent s’appli- 
quer sur un plan sans déchirure ni duplicature. Telle: 
sont lus surfaces cylindriques et les surfaces coniques. 

Toute surface développable peut étre considérée (n° 6*) 
comme le lieu des tangentes a une certaine courbe, nom- 
mée aréte de rebroussement de la surface. Il n’y a d’ex- 
ception que pour le céne, ot l’aréte de rebroussement se 
réduita un point, et pourle cylindre, oucette courbe passe 
a l’infini; mais comme nous avons déja examiné ces cas 
partculiers, nous en ferons abstraction dans ce qui suit. 


683. Soient 
() r=f(s), y=9(s) 


les équations de l’aréte de rebroussement. Les équations 
de sa tangente en un point (a, 6, y) seront 


z—f(y)=S'(7) (2 — ¥)> 
y — ely) =9'(7) (2 —7)- 

En éliminant y entre ces équations, on aura |’équation 
de la surface développable. Mais, au lieu d’opérer cette 
élimination qui ne peut se faire qu’en particularisant la 
forme des fonctions f et 9, nous allons chercher une équa 
tion aux dérivées particlles, indépendante de ces fonctions, 
et qui exprimera une propriété commune 4 toutes les 
surfaces développables. 


(2) 
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684. Les équations (2) déterminent z et y quand x 

et y sont connus. On peut donc considérer z et 7 comme 

des fonctions de x et de y. En différentiant, tour 4 tour, 
ces €quations par. rapport 4 # ct ay, on aura 


1—f"(7) a =f"(7) (p — t) +S) (2 — 9) a 


fn Basin (a— FB) + £0) =n Fe 

(3) 
— (7) a = #(7) (p — <1) + 9"\7) (2 — 7) Fo 
t— 9'(7) 2 = 9'(7) (7 — a + 97) (2-7) a 


ou bien, en simplifiant, | 


t= wf'(y) +F"%(7) (2 — 7) a, 
dy 

o= Gf"(y) +f (7) (2-7) ZF» 

(4) ” 


o= poly) + ely) (2 — 7) a, 


d 
t= 499'(y) + 9"(7) (2—7) a 


En éliminant, entre ces quatre équations (2 — y) 7°» 
dy . . 

(z—y) By et il restera une relation entre p et q, 

(5) q=¥(P) 


équation du premier ordre qui convient & toutes les sur- 
faces développables, mais dans laquelle il entre encore 
une fonction arbitraire. 


685. Ce résultat s’accorde avec ce que nous avons 
trouvé pour les surfaces cylindriques dont I’équation aux 
différentielles partielles est 


ap +bg=t. 
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Il semble qu’il y ait exception pour les surfaces co- 
niques dont |’équation aux différentielles partielles est 


(2—a)pt+(y—b)qoaz—e; 


mais si l’on prend Iéquation en quantités finies 


1—e=9(Z=2) (2-4), 





zZ—a 


on voit que  — c étant une fonction homogéne du pre- 
mier degré de y — 6 et de x — a, p et q seront des fonc- 
tions homogénes, et du degré 0, des méines différences 
(I, 177); on aura donc” 


_pfr—4 - wfry—b 
p=F(“—"), @=F. (=), 


— b . . 
i —on obtiendra une relation entre p 











et,en éliminant 


et g. Cette relation dépendra de la fonction 9, tandis que, 
dans l’équation des surfaces cylindriques, la relation 
entre p et g ne dépend que des constantes qui définissent 
la direction des génératrices. 


686. L’élimination indiquée n° 684 peut se faire 
comme il suit. En ajoutant la premiére et la troisiéme 
équation du systéme (4), respectivement multipliées par 


q”(y) et — f"(y), on aura 
(5) 0°) = PLS (7) e"(1) — ea) F"(7)}- 


La seconde et la quatriéme équation traitées de la 
méme maniére donnent 


(6) #7) = ale F"7) —F'n) 9") 
Il ne restera done plus qu’a éliminer y entre les deux 
derniéres équations. 


687. Soit 
(7) g=¥(P) 
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’équation aux dérivées partielles, du premier ordre, 
résultant de lélimination précédente. Posons 
ap = ais =T7 
dx dz? 
dp dq az 





dy dx  dzdy 
dg ds, 
dy dy? * 


En différentiant |’équation (7), successivement par 
ripport a x et a 7, nous aurons 


s=rv'(p), 
i= sv'(p), 
d’oi, en éliminant J’(p), 
(8) s?— rt = 0, 


équation qui ne renferme aucune trace des fonctions 
particuliéres f et o. C'est Péquation aux dérivées par- 
tielles, du second ordre, des surfaces développables. 


INTEGRATION DE L EQUATION AUX DERIVEES PARTIELLES 
DES SURFACES DEVELOPPABLES. 


688. Pour effectuer cette intégration, nous nous ap- 
pulerons sur une proposition générale que nous allons 
d’abord établir. 

Soient u et v deux fonctions des mémes variables 
indépendantes x, y, 3: si l’une d'elles, ¢, se réduit a 
une fonction de l’autre, 

{1) c= $(u), 
les dérivées partielles de u et v seront proportion- 
nelles, et réciproquement. 

La premiére partie s’élablit en différentiant l’iden- 
Lité (1): 


dv _,, du BW ven _ 
dz VO) a? ay TY 
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Réciproquement, sil’on a — 

dy due dv due dv 

de dx’? dy = ay? dsm as’ 
d étant une fonction quelconque de z, y, 3, il suffit 
d’ajouter membre 4 membre les égalités précédentes, 
aprés les avoir respectivement multipliées par dx, dy, 
ds, pour trouver la relation 

dv = hdu, 

dy et du étant des différentielles totales : il en résulte 


(333 et 534) que v se réduit a une fonction de la seule 


variable u. 


689. Cela posé, l’équation des surfaces dévelop- 
pables 


(2) rt — s? 

nous donne 
ros oy P47. pad, 
s 0 dcr’ dx"' dy’ dy’ 


donc, en vertu de la proposition établie n° 688, q est 
une fonction de p et l’on peut écrire, comma intégrale 
premicre de |’équation (2), 





(3) }(p)—q =o. 


C’est une équation non linéaire entre les dérivées 
partielles du premier ordre de 3, et nous sommes con- 
duits (660) & chercher une intégrale des équations 





dr dy _ dsp _ 

vy(p) —-t pYy(p)—q o o 
on obtient une intégrale en égalant pa une constante a, 
et l'on en déduit, eu égard a la relation (3), 


q= (a), ds=adr+ ¥(a)jdy; 


intégrant cette différentielle et désignant par 5 une 
nouvelle constante, on trouve une intégrale compléte 
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de l’équation (3), ; 
(4) B=axr+yth(a)+b 


Pour en déduire l’intégrale générale de l’équation (3), 
et, par suite, de l’équation (2), il faut (n° 661) rempla- 
cer 6 par une fonction arbitraire F(a) et éliminer @ 
entre les équations 


(5) Z=ar+yb(a)+F (a), 
(6) o= r+ y'(a)+ F(a). 


L'intégrale générale renferme deux fonctions arbi- 
traires; elle représent. la surface enveloppe .des 
plans (5). Cette surface est le lieu des droites deéfi- 
nies par les équations (5) et (6). Une quelconque de 
ces droites, D, rencontre la droite infiniment voi- 
sine D’, si l'on néglige des infiniment petits d’ordre su- 
périeur au premicr. Les équations de D’ se déduisent 
des équations (5) et (6) en y remplagant a@ para +- da; 
si, des équations ainsi formées on retranche les équa- 
tions dont elles dérivent, et si l’on divise par da, on 
aura, en négligeant les quantités infiniment petites, 


o=ar+yl(a)+F (a), o= yt"(a)+ F(a); 


la premiére équation coincide avec l’équation (6), et 
les droites D, D’ se coupent en un point dont les coor- 
données sont 
_¥(a)Fi(@) op 
CSOT, F’(a 
Va) (4); 





Ee oe 
z-a te _ap _¥F + F; 


le lieu de ce point est l’aréte de rebroussement de la 
surface, aréte dont les tangentes sont les généra- 
trices D. 
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DES SURFACES REGLEES. 


690. Les surfaces développables sont un cas particulier 
des surfaces réglées, c’est-a-dire de celles qui s’engen- 
drent par le mouvement d'une ligne droite. On nomme 
surface gauche toute surface réglée qui n’est pas déve- 
loppable. 

Soient 


(1) 


oer 
xy == 624-6 


les équations d'une droite: si a, b, a, 6 sont des fonc- 
tions d’une méme indéterminée +, en faisant varier 7 
d’une maniére continue, la droite (1) se déplacera succes - 
sivement dans |’espace et engendrera une surface réglée. 
On aurait I’équation de la surface en éliminant 7 entre 
les équations (1). 

Les quatre paramétres variables a, 6, a, 6 étant des 
fonctions d'une méme indéverminée, on peut considérer 
trois d’entre eux comme des fonctions du quatriéme. On 
peut méme considérer a, b, a, 6 comme des fonctions de x 
et de y. Car si l'on élimine z entre-les équations (1), on 
aura une relation entre zx, y et les paramétres a, 5, a, 6, 
qui sont des fonctions de 7. On peut done dire que y, et, 
par suite, a, b, «, 6 sont des fonctions de x etde y. 


691. Différentions P’équation 
xr—asz+@, 


tour 4 tour par rapport 4x et ay, en regardant a eta 
comme des fonctions de ces deux variables : nous aurons 


) _ da __ dx 

(2 1 = ap +27 qe’ 
d d 

(3) O=ag+e—- +o 


dy dy 
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. . . > da 
Ajoutons ces équations respectivement multipliées par dy 


et da en observant que 
=" que 


dzda dada _ 


puisque @ et 2 sont fonctions lun de autre, comme 
étant fonctions du méme paramétre y (n° 688), nous 
aurons 


(4) da _a f da da 
dy \P = dy ~ Fae 
En différentiant l’équation y = bz + 6, et remarquant 
ve 22 db t t Il yu! da n aura d 
Wa dy on propor ionne es ae dy’ oO u e 
méme 
da . da dn 
(5) ‘in (9 pS): 
. . ee da da 
Si maintenant on élimine le rapport —- : — entre les 
dz dy. 


équations (4) et (5), mises sous Ja forme 


da da 
By ) + 095 =0, 
da da 
= bp + (1 9) F =o, 
il viendra 
(1 — ap) (t— bq) — abpqg =o, 
ou 
(6) /  ap+bq=1, 
équation différentielle du premier ordre, renfermant seu- 
lementdeux fonctions, aet b, del’indéterminée 7. En ayant 
égard 4 cette relation, les équations (4) et (5) peuvent 
s'écrire 


pot da __ 
dy “ae” 
(7) db db 
6 = oa, 
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692. Cherchons maintenant l’équation aux dérivées 
partielles du second ordre. En différentiant, tour a tour, 
léquation 


ap — bq =1 
par rapport a x el y, nous aurons 


db 


da 
ar+ bs+ pT + qa. =, 


da db 
as+ Ol+ Po + dG =o 


En ajoulant ces équations multipliées, la premiére 
par a, Ja seconde par b, et en ayant égard aux équa- 
tions (7), nous aurons 


ar-+2abs + b?t=0, 


a 
ou, en posant = C, 


(8) cr+acs+t=o0, 


équation du second ordre ne renfermant plus qu'une 
seule fonclion arbitraire c. 


693. Soient 


Différentions l’équation (8), tour a tour, par rapport a 
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xetay: il viendra 


dc c 
eu +2ce + w + 2cr— +25 — =0, 
dx dx 


dc de 
sty + 2cew~-+ vu + 2er— + 25— =O. 
dy dy 


Multipliant la premiére parc et ajoutant, il en résulte 


(9) Cut 3cv+3ew+u=—0; 
dc dc . 
carca +g est nul, en vertu des équations (7), 
pulsque 
dc de I da db da db 
Oe OO me o" ~ at + 61 ~—ab = |. 
“dz dy” & | a6 dz * de + dy ~ 7 a 


L’équation aux dérivées partielles, du troisiéme or- 
dre, résultera de I'élimination de c entre les équa- 


tions (8) et (9g). 


EQUATION DE LA CORDE VIBRANTE. 


694. On démontre en Mécanique que le mouvement 
des différents points d'une corde vibrante, fixée a ses 
deux extrémités, est représenté par l‘équation aux déri- 


; vées partielles du second ordre 
Fig. Ti} m4 


M ; d?u du 
ZL oN OM OO ae 
A P B 
MP = u, AP =< sont les coor- 
données rectangulaires d’un point quelconque de la 
corde, l’origine étant l’extrémité A; y désigne le 
temps. 
Pour intégrer ]’équation (1), prenons deux nouvelles 
variables @ et 6, liées aux variables x et y par les équa- 
lions 


(2) a—=xr+tay, 6=xr—ay. 


Si de ces équations on tirail les valeurs de x ct dey en 
aet 6, et qu'on les portat dans la fonction cherchée u, 
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cette derniére deviendrait une fonction explicite de a et 
de 6. On peut donc considérer u comme une fonction de 
a etde 6. On aura alors, a cause des équations (2), 
du _ du _ du 
dx dz dé 
au din > du + ae 
dx? ~~ dat 2 dad6 dG? 
On trouvera de méme 
dtu ; (es din 4 d'un 
— —_@’|—— —2—— —— |. 
dy? da dad6 d?? 
En portant ces valeurs dans l’équation (1), on aura, 


aprés les réductions, 
au 


(3) dadé ; 
Cette équation est facile 4 intégrer. Elle peut s’écrire 
® 
du 
d— 
dé 
da = 
donc - a ne dépend pas de a, et Vo ona 
du 
dé — @ (6) ’ 


co désignant une fonction arbitraire. On en déduit 


w= | 0(8)d8 + o(s) 


cl, par conséquent, en représentant par (6) Pintégrale 
fra, i désignant encore une fonction arbitraire, 
OD aura 
“u=9(az) +(6), 
3 s ° 
c’est-a-dire 


(4) ua g(e+ary) +(x — ay). 
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Telle est l'intégrale générale de |’équation (1); on 
peut d’ailleurs la vérifier par la différentiation. 


695. L’intégrale générale contient deux fonctions arbi- 
traires get ~ qui se délerminent par deux conditions 
distinctes. Ordinairement on suppose connues l’ordonnée x 


. , a . , pilus 
et sa dérivée a pour tous les points de la corde, a lori- 
gine du temps, c’est-a-dire pour y = o. Alors!’ ordonnée, u, 

. . d. . 
et la vitesse verticale — de chaque point sont des fonc- 
dy 
tions données de x. Posons 
du ; 
“u—f(xri, dy =fi(x), pour y =o. 
On aura, en faisant y = o dans |’équation (4), et dans sa 
dérivée par rapporta y, 
g(x) + $iz7)=Sf(z), 
, 1 | 
(2) — ¥(2) = 4A (2). 


De cette derniére on déduit 
(=) —¥(2) = + [fi(2)de + C= F (2) +6, 


F (x) étant une fonction connue, et C une constante arbi- 
traire. Par conséquent on a 


o(2)=2[ fle) + F(x) +e]; 
¥(2)=3[Fl2)—F (2) —¢ [5 

d’ot 

u =3| A + ay) +f(x—ay)+ F(x + ay)— F(x — ay) 


La valeur de u est complétement déterminée. Comme on 
devait s’y attendre, Ja constante C, introduite dans le 
cours du calcul, a disparu d’elle-méme. 


224. COURS D’ ANALYSE. 


EXERCICES. 


1. Discuter la surface représentée par l’équation 
[ayx + b(x*+ 22)]? = b*R%z2-+ 62(R? — a?) 27. 


SoLuTion : Surface engendrée par une droite assujettie a ren- 
contrer une droite donnée et deux circonférences données. 
2. Intégrer l’equation 
Gz yy de _ a 
dcdy '1—yidx “* 


SoLUTION: 2=9(7)+ (xr) ¥1—y?—ax(1—y*). 
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COURBURE DES SURFACES. 





Courbure d’une ligne située sur une surface. — Théoréme de Meunier. — 
Courbure d’une section normale. — Sections principales. — Variation 
des rayons de courbure des sections normales faites en un méme point 
d'une surface. — Détermination des omtilics. 





COURBURE D'UNE LIGNE SITUEE SUR UNE SURFACE DONNER. 
696. Soit 
(t) J (xe, yx, 2) =0 
’équation d'une surface. Posons, pour abréger, 
dz dz 


e » | —— 


Considérons une certaine courbe CL passant par un 
Fig. 118. point M(x, y, z) de la 
surface (1). Soit 6 langle 
que le rayon de courbure 
R de cette courbe au point 
M, dirigé suivant la droite 
MN, fait avec Ja normale 
MP a la surface, au méme 
point. 
La normale MP ayant pour équations 


X—.c=—p(Z— 2), 
Y¥—y=— q(Z—2), 





fait avec les axes des angles dont Jes cosinus sont respec- 
tivement . 
PP, —at_, ___'_, 
Videpee vVvityvig vyitpr+g? - 


Steam. — An., Il. i) 
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La droite MN fait avec les axes des angles qui ont pour- 
cosinus (I, 292) 


ant ae au 
R dl R dl R dl 
dt” ui?” at’ 


en désignant par dé la diflérentielle de l’arc de courbe. 
On. aura donc 


du dy dz 
an al . qd “) 
— P —_ —. q —_——_— —_—— 
(2) cos§ — R AO a 
vit”? 
Or, 
dz — pdx + qdy, 
d'ot 
dz dx dx dy 
d= pd + gd 4 dp S + dq 7h 
Mais 
dp=rdr-+sdy, dq—sdx-+tdy; 
donc 
dz dr dy 


dx dy 
da — pas — qd7 = (rdz + sdy) 7] + (sdz+idy) a’ 


ou 
lz dr dy 
(_ — —_ 
‘ all a da! d dl ; dx oy as dx dy +t dy\? 
a Oa 4a Nat a dl a) 





On a, par conséquent, 


"dar a dc dy et dy\? 
(a) 28d dl dl 
R ————_——__—————» 





cos 9 — SS 
vit pt q’ 
d‘ou, 
3) R= Vt-+ p7+ g?cosé 
( fdr "as dc dv 4d dy\*° 
4 a} al dl (ai 


CINQUANTE-QUATRIEME LEGON. 22.9 
. de dy . ; 
Mais 7 > =, sont les cosinus des angles que la tangenteaé 
C 4 
la courbe.considérée fait avec l’axe des x et celui des y, 


eu désignant ces angles par « et 6, on aura 


(4) R= fi p? + g’cnsé 
~~ Feostaz + 25c08a casé + fcuee 





formule qui donne le rayon de courbure d’uue section 
quelconque faite dans une surface, en un point donne. 


697. La valeur de R devant étre positive, i] faut que 
cos§ soit dv méme signe. que le dénominateur. Ainsi, 
l’angle 6 doit étre aigu ou obtus selon que ce dénomina- 
tcur est positif ou négatif, ce qui déterntine dans quel sens 
le rayon de courbure doit étre porté sur la direction-de 
la- normale principale. 


THEOREME DE MEUNIER. 


698. Si, dans la formule précédente, on suppose 
cos§ = = 1, c’est-a-dire si le plan osculateur passe parla 
normale 4 la surface, on aura, en désignant par p le rayor 
de courbure de la section normale, 


(5) p= iter 


~~ Fcos?2 + 2scosacos6 + tcos76 
cl, par sulle, 
(G) - . - R = pcov$. 


De la ce théoréme di & Meunier: Le rayon de courbure 
enun point dune courbe queleonque tracée sur une sur- 
face est égal au produit du rayon de courbure de la 
section normale qui coutient la tangente 4 la courbe, 
multiplié par le cosinas de Pangle que le plan de la 
section normale fait avec le plan osculateur de la.courbe. 


699. Si l’on considére deux courbes planes ayant la 
méine tangente au point M et situées, l'une dans un plan 


~~ 


1). 


i 
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oblique, l'autre dans un plan normal, on peut encore 
énoncer le théoréme de Meunier en disant que le rayon 
de courbure d’une section oblique est la projection, 
sur le plan de cette courbe, du rayon de courbure de 
la section normale. 

Par conséquent, si une sphére a le méme centre et le 
méme rayon que le cercle de courbure de la section nor- 
male, tous les plans menés par la tangenie 4 la section 
normale couperont la sphére suivant des petits cercles 
qui seront les cercles osculateurs des sections obliques 
faites dans la surface par ces différents plans. 


COURBURE DES SECTIONS NORMALES. 


700.. La formule (3) du n° 696 permet de déterminer le 
rayon de courbure d'une section normale quelconque en 
un point d'une surface; i suffit d’y supposercos§ = =~ 1, 
puisque le plan osculateur 4 Ja section considérée est 
norma ila surface. Mais,afin d’établir plus simplement 
les lois découvertes par Euler, et suivant lesquelles varie 
la courbure des diverses sections normales menées par un 
point de la surface, nous prendrons ce poin:(z, y, 3) pour 
origine des coordonnées, et pour plan des .r) le plan 
tangent a la surface au méme point. L’axe des sera la 
normale, et l'on aura p = 0, g = o. En désignant par 

Fig. 119. Dangle que la tangente OT a la 
section normale considérée fait 
avec l’axe des x, ona 





——_—= OF cose qY sing, 
+ dl > al 
D’ailleurs, on a cos§ = +1, 
selon que le rayon de courbure 
est dirigé dans le sens de l’axc des 5 ou dans le sens op- 
posé. On aura donc 





ae 
P= r cos? + 25 sin cosp-+ ¢sintg’ 
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mais on peut supprimer le double signe et écrire sim- 
plement 


(a) p= — — 


r cos? + 25 sing cosy + ésinto’ 
pourvu que l’on convienne de porter la valeur absolue 
du rayon sur l’axe des 3 dans le sens des z positifs si le 


dénominateur est positif, et dans le sens opposé si ce 
dénominateur est négatif. 


SECTIONS PRINCIPALES. 


701. Sile plan normal tourne autour de J’axe des z, le 
rayon p variera en méme temps que I'angle 9. Proposons- 
nous de trouver la plus grande et la plus petite valeur de 
ce rayon. Comme ces valeurs correspondent au minimum 
et au maximum du dénominateur dans la formule (2), il 
faudra égaler a o Ja dérivée de ce dénominateur ; on aura 


(¢— 7) asingcosp + 25(cos*e — sin’) =o, 
ou, ce qui revient au méme, 
(3) stang?9 + (7 — ¢) tangg — s=—o. 


Cette équation donne pour tangy des valeurs réelles, 
Fig 120. dont le produit est égal 4 —1. 

| ) Comme d'ailleurs, en faisaut 

varier l’angle y de o a 7, on 
obtient tous les plans nor- 
maux qui passent par le point 
O, il suffira de considérer les 
deux angles plus petits que 
180° qui correspondent aux 
deux racines de équation. L’un étant désigné par a, 





autre sera nécessairement ~ -~+a. 
Par conséquent, si l'on trace sur le plan des xy deux 
droites OH et OK, faisant avec Ox les angles a et a + =, 


les sections normales situées daus les plans zOH, zOK, 
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correspondreat aux. rayons de courbure maximum et mi- 


nimum. En effet, la dérivée du second ordre de ; est 

2 (t — Fr) (cas*e — sin’?9) — Bssingcose, 
et cette expression prend des valeurs égales et de signes 
contraires quand on y remplace 9 par ~ et par a + = 


Remarquons qu'il s’agit ici d'un maximum et d’an mini- 


. . I 
mum analytiques, en sorte que si les deux valeurs de —; 
Pf 


a ny , e Ld s 
correspondantes a a@ et o + 2 étaientde signes contraires, 


celle qui scrait-un minimum négatif pourrait étre un 
maximum en valeur absolue. 
Les draites OH et OK, faisant avec l'axe Ox des angles 


e ° Tt e e 
dontla difference est > sont perpendiculaires entre elles. 


Donc les plans zOH et zOK, qui déterminent sur la sur- 
face deux courbes planes a courbure maximum ou mini- 
mum, sont perpendiculaires entre eux. On donne aux sec- 
lions faites par ces plans le nom de sections principales. 


VARIATION DE LA COURBURBE DES SECTIONS NORMALEFS. 


702. Prenons maintenant pour plans des rz et des yz 
Jes plans des sections principales. Les valeurs de @ corres- 
pondant au maximum et au minimum du rayon de cour- 


. | 7) . 
bure devrout étre o et ~ Or, l’équation 


stang?s + (7 — ¢) tanye —s=o 


ve donnera pour tang % les valeurs o et o que si s = 0. 
Par conséquent, la valeur de p prendra la forme plus 
simple 


(1) p= 


—- Tro? 
rcos’9 + fsin’¢ 


et l'on déduira de cette expression les deux rayons de cour- 
bure principaux p’ et ¢", en faisant, tour a tour, 9 =0 
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T e 

et = -» ce qui donnera 
2 

ou bien 


Ainsi, les dérivées partielles r et ¢ représentent les deux 
courbures principales au point O. 


703. Les valeurs de p’ etde p” peuvent étre introduites 
dans l’expression générale de la courbure. On a 


1 ; 

— = rccs’@ -+ ésin’9o; 

p 
donc 

pot Ie, 
(2) - = — cos’9 + — S10, 
P p 

formule qui donne la courbure d'une section déterminée 
par un plan normal faisant, avec la section principale 
sO.r, un angie e 

De la les conséquences suivantes. En premier lieu, Pex- 
pression (2) ne change pas quand on met 4 la place de 9 
son supplément : donc deux sections normales égale- 
ment inclinées sur une section principale ont des rayons 
.de courbure égaux et.de méme signe. 

Si l’on désigne par 0, le rayon cde ccurbure d’une sec- 
tion normale perpendiculaire a celle qui fait avec le plan 
principal z Ox I’angle 9, on aura 
(3) ~sintg + = =, cos? 

— = — simig $» 
Pi p p” 
et,en ajoutant les équations (2) et (3), il viendra 
D4 I I 
i 

Donc fa somme dcs courbures de deux sections -nor- 

males perpendiculaires entre elles est constante. 


704. Nous allons maintenant discuter la valeur géné- 


OEE SS 
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rale de p en nous servant de la formule 





(1) Lo cose +4 sin’9 
P p P 


Supposons d'abord p’ et p” tous deux positifs, et p’>p*. 
Dans ce cas, la formule (1) donne pour p une valeur tou- 
jours positive. Par conséquent, toutes les sections nor- 
males sont situées au-dessus du plan tangent, et la surface 
est convexe autour du point O. Si p’ et p” étaient négatifs, 
la surface serait encore convexe, mais située au-dessous 
du plan tangent. 

En mettant |’équation (1) sous Ja forme 


i 1 1 1\ . 
2 -=>s+(--——)] sv 
(2) p Pp (; >) 


on voit que =; augmente depuis 7 jusqu'a ” quand ¢ croit 

deo a ~, el que , décroit depuis = jusqu’a ra quand 9 
r , 

augmente de = a4t. 


Dans Je cas particulier o& p’ =p”, la formule (2) 
donne 


ou p = p’ quel que soit g. Toutes les sections normales au 
point O ont donc Ja méme courbure. On dit alors que ce 
point est un ombilic. 


703. Supposons maintenant que p’ et p” aient des signes 
contraires et que p” soit négatif. En mettant les signes en 
évidence dans ]'équation (1), nous aurons 





I cos? sin? 
(3) ‘aiay aercnh 
pp 
Pour ¢ = 0, ona op = p’. L’angle 9 croissant deo a la 


valeur 6 donnée par l’équation 


p” 
tang’6 = 7? 
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p croit depuis p’ jusqu’a linfini. Au dela de y = 6, pde- 
vient négatif et décroit jusqu’a p”, valeur qui correspond 
ao= ~. Les valeurs de p se reproduisent ensuite dans 


l’ordre inverse. 
Dans ce cas, la surface est en partic au-dessus du plan 
tangent, et en partie au-dessous. 


DETERMINATION DES OMBILICS. 


706. Pour trouver les ombilics d’une surface, il faut 
chercher les points ov le rayon de courbure des sections 
normales a Ja méme valeur, quel que soit le plan mené 
par la normale. 

Reprenons la formule (1) du n° 700 en y supposart 
cos§ =1, et en remplagant dl* par do:*+ dy* + dz*: 
nous aurons 


ea (BY +(2)'] 


r+ 2s dy +¢ dy\" 
dia dz 


(1) 


e¢.° dy bd 
Désignons par m le rapport Tr des cosinus des 


angles que la tangente a Ja courbe au point consi- 
déré fait avec l’axe des x et des y. Comme 


dz = pax + qiv, 
on aura 


dz 4am 
de © om 


et la formule (1) pourra s’écrire 


n= vit yp + 9*[1+ m+ (pt+gm)') 
r+ 2s + tn’ 
ou bien 
tpt apqm + +(1-4 + 7°) mm 


= i a —_——~--- 
(2) R= v +P 7 - r + 25m + tne 


Quand le point est un ombilic, ce rayon est indépen- 


oh 
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dant du rapport w qui détermine :le :plan -normal. ov. est 
située la courbe considérée. On doit donc avoir 





1 3 . 2 
(3) +p PF NF 
r Ss é 


ce qui donne, en général, deux équations distinctes. En 
y joignant l’équation de la surface, on-aura le-‘nombre de 
relations nécessaires pour déterminer les coordonnées du 
point cherché. 


707. Appliquons ces principes au parabdloide ellip- 


tique 


oi ‘y 
—_— — +4 b . 
2a 20° ape >o 
On.a ici 

Ry 
part 

=+, t=7. s=o 
=F — F° — e 








a? omy Ir? 
7) ne 
rt oOo 48 
a 'b 


On peut y satisfaire d’abord en posant 
2 
z=0, az=b+ = 
d'ot 
a—o 





y= tyb(a—d), 2=— > 

Les valeurs de y et de z étant réelles, il existe deux 
ombilics situés dans le plan yOz. Ce sont, d’ailleurs, les 
seuls, car I’hypothése y = o donverait pour x une valeur 
imaginaire. 
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CINQUANTE-CINQUIEME LECON. 
SUITE DE LA COURBURE DES SURFACES. 


. Surface idont tous Jes points sont des ombilics. — Théorie de lindica- 
trice. — Conséquences géométriqnes. — Cas od l’expression du rayon 
de courbure se présente sous ane forme illusoire. — Tangentes conja- 
guées. 


SUR LA SURFACE DONT TOUS LES POINTS 8ONT 
DES OMBILICS. 


708. Lorsque les équations 


2 2 





r s t 


‘qui servent 4 déterminer les ombilics d'une surface don- 
née, se réduisent a une scule, la surface a une infinité 
d’ombilics situés sur une ligne qu’on nomme /a ligne des 
courbures sphériques. Si les équations (1) sont identiques, 
tous les points de Ja surface sont alors des ombilics. 

Pour trouver une.surface qui jouisse de cette propriété, 
observons que les équations (1), mises sous la forme 


p dp _ ' dq q_ 4 4p 
\2) —— Seo re > 

t+p dx quiz i-+-qidy = pdy 
peuvent s'intégrer comme des équations ordinaires (643). 
On aura par ce moyen 
(3) i+ p?= Yq, 1+9?= Xp’, 
Y étant une fonction arbitraire de y, et X une fonction 
arbitraire de x. On tire de ces équations 

1+ Y- /1+X 

(4) P=V xy’ 7 V xy-7 


‘Mais p et q doivent satisfaire a |’équation ap 4, 
dy dx 
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a donc 
i dX _ t dY 


3; dc 2d 
(+X)? (i+y¥)? 7 
Le premier membre étant fonction de x seulement, et le 


second fonction de y, cette équation ne peut subsister 
qu ’autant que chaque membre se réduit 4 une constante. 


. 2 
Soit — cette constante. On aura 


R 
dX 2dr AY  __ 2dy 
aR? sR”? 
(a+ X,’ (1+ Y)’ A 
et, en intégrant, 
R R 
oa ar, - ee IY, 
V1 +X vi + Y 


a et b étant des constantes arbitraires. En portant les 
valeurs de X et de Y, tirées de ces équations, dans lc s¥s- 
teme (4), il vient 


p= a—nx 
Fr 
vit — (a —a (a—axyP—(b—y/) 
b—y 


gz . — 


— > 
yi (a — x)? — (6 —y)? 











d’ot 


(a—r)dr+ (6 — v)dy 


dz==  —- ——- ——_— - 


VR (a— a) (by) 















— (6— yy» 
équation d'une sphere. Ainsi, /a sphére est la seule sur- 
face dont tous les points soient des ombilics. 


THEORIE DE L INDICATRICE. 


709. La courbure des surfaces peut étre présentée sous 
un autre point de vue, qui donne une id¢e plus nette dela 
maniére dont varient les rayons de courbure des sections 
normales autour d’un méme point. 
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Prenons toujours pour plan des xy le plan tangent 
au point QO, et pour axe des z la normale en ce point. 

Si l’on coupe la surface par un plan paralléle au plan 
tangent, et infiniment voisin dece plan, lasection différera 
infiniment peu d'une courbe du second degré, en ne con- 
sidérant que la partie de la section infinyment voisine du 
point O. En d'autres termes, une courbe semblable 4 la 
section faite par un plan paralléle au plan tangent, 4 une 
distance h, tend, A mesure que h diminue, vers une :sec- 


tion conique, le rapport de similitude élant 7. 
En effet, si on développe lordonnée z de la surface 
par la série de Maclaurin, on aura 


tab pragyt rettsay + +... 


dz dz 
dz’ dy 
quand on fait simultanément x = 0, 7 = 0, sont nulles 
d’aprés le choix des axes. Donc, on a 


Mais z2,, P, G, quire, résentent les valeurs de z, 


I I 
z= ge tsiyt suit o, 


« désignant une somme de termes dont le degré, par rap- 

Fig. 121. port a x et ay’, est supérieur au 
second. Si maintenant on rem- 
place z parla constante OO/=h, 
on aura l’équation de la section 
A'M'B’, et si l’on fait A trés- 
petite, la quantité w devient né- 
gligeable comparativement aux 
termes qui la précédent. Par 
conséquent, on a 





y (1) rz?'+ asxry+t?= 2h, 


équation d’une conique infiniment petite dont le centre 
est au point O. 
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710. En remplacant A par 2; on aura 


(2) z= ~ (rxt + asry + ty?). 

Si ré— s?Z0, cetle équation représente un paraboloide 
passant par la section A’'M’B’, et ayant pour sommet le 
point O. Ce paraboloide va nous servir a calculer le rayon 
de courbure d’une section normale quelconque OM’C. 

Nomimons 9 le rayon de courbure de Ja section OM'C 
au point Q. Qn a (premiére Legon complémentaire, 0°6"). 
OM? OM’? |. O'M”? 


> = lim lim 


p= lim 50 2h 2h 





Pour en déduire Ja valeur de p, faisons, dans Péqua- 
tion (2), 
z= O'M'cose, y= O0'M'sing, 
o désignant l’angle xON. On aura 


O’M’? (rcos?» + 2ssing cose + tsin’e) = 2h, 
dou 
(3) p= 


I 
nr ne ere | 
rcos'g + 2SsiNg COSe + fsin’g 


formule déja obtenue, par une autre méthode (n° 700). 
‘MoM’? ° 


Ti. Leégalité p = fait voir que les rayous de 





2h 
courbure dés différentes sections normales sont propor- 


tionnels a O’M"?. Supposons donc que sur Ia trace du plan 
i] 


. . ‘ 1’ 
zON dans le plan des xy on prenne ON = “ee 2.On aura 
2 


sera constant pour 





O’M’ 


ON 
toulcs les sections normales. La courbe ANB ainsi obte- 
nuc sera donc semblable a A‘'M'B’, et aura pour centre le 
point O. Cette courbe, qui donne tous les rayons de 
courbure des sections normales faites au point QO, est 
nommeée Vindicatrice de la surface en ce point. 





p = ON*. De plus, le rapport 
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TAZ. Quand lintersection de la surface par un plan 
paralléle au plan tangent, et infiniment vuisin, cst une ° 
hyperbole, i] faut, en méme temps, considérer une autre 
section produite par un second plan parallele au plan 
tangent, de Pautre cété de ce plan. On obtient par la 
une hyperbole conjuguée de Ja premiére. Dans ce cas, 
Pindicatrice se compose de deux hyperboles conjuguées, 
et l'on a p = + ON’, suivant que Ihyperbole sur la- 
quelle se trouve le point N correspond 4 une section 
faite au-dessus ou au-dessous du plan xy. Le rayon de 
courbure de la surfate devient infini et change de signe 
quand le plan sécant, en tournant autour de la normale, 
vient passer par une asymptote commune aux deux | 


hype: boles. 
CONSEQUENCES GEOMETRIQUES. 


713. Toute courbe du second degré douée d’un centre 
ayant un diaméire maximum et un diamétre minimum, 
on en conclut que la surfuce a deux sections normales 
perpendiculaires entre elles et dans lesquelles le rayon de 
courbure est un maximum ou un minimum. La. somme 
des carrés des inverses de deux diamétres perpendicu- 
laires étant constante, il en résulte immédiatement que 
la so:nme des courbures de deux sections normales, per- 
pendiculuires entre elles, est constante. En un mot, a 
toute propriété des diamétres d’unc section conique, cor- 
respond une propriété des rayons de courbure des sections 

normales qui passent par les diamétres de |’indicatrice. 


714. Quand Pindicatrice est un cercle, le point consi- 
déré est un ombilic. Cela arrive sur les surfaces du se- 
cond ordre aux points ot le plan tangent est paralléle aux 
sections circulaires. En effet, tous les plans paralleéles dé- 
terminent, dans une pareille surface, des sections sembla- 
bles. Il en résulte que lindicatrice, qui en général n’est - 
semblable qu’aux sections faites parallélement au plan 
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tangent, @ une distance infiniment petite, sera, dans les 
surfaces du second ordre, rigoureusement semblable aux 
sections, quelles que soient leurs distances au plan tan- 
gent. 

Ainsi dans lellipsoide 


3 
il y a quatre ombilics dont les coordonnées sont 
a— §& 6?— ¢? 


yao, x=>ta—, 3s=>te-——- 
a? — c? e va’? —c! 





CAS OU L EXPRESSION DU RAYON DE COURBURE SE PRESENTE 
SOUS UNE FORME ILLUSOIRE. 


715. La formule 
a I 
P= rcos'g basing coop pesinty” 

précédemment obtenue pour le rayon de courbure d'une 
section normale faisant avec le plan des xz un angle 9, 
dépend des valeurs des dérivées partielles du second ordre 
au point considéré de Ja surface. Nous avons tacitement 
admis que r, s et ft avaient, en ce point, des valeurs céter- 
minées et indépendantes de langle 9. Mais ces fonctions 


. ; ; o  @ 
se présenlent quelquefois sous l’une des formes — ou —» 
o 2 


quand x, vy et 3 deviennent nulles; il faut alors cher- 

cher directement les rayons de courbure des sections 

normales qui passent 4 l’origine des coordonnées. 
Soit, par exemple, |’équation 


(1) z=arf(Z), 


f désignant une fonction quelconque, mais bien deéter- 
minée, de ~. Elle représente une surface dont les sec- 


tions normales 4 l’origine sont des paraboles ayant pour 
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axe commun l’axe des z. Les dérivées partielles du pre- 
mier ordre sont: 


pases(2)o4 (2) 
I= -7'(2) ; 
et les dérivées du second ordre : 
rao 2)-227(2)+Br(2) 
r=s'(2)-Zr(2): 


=r(2) 


On a bien, en général, par ces formules, p=o, 
7 = 0, pour = 0, y = o. Quant aux valeurs de r, s, ¢, 
elles se présentent sous une forme indéterminée. Majs 
il est facile de trouver Je rayon de courbure d’une sec- 
tion normale dont le plan fait Pangle » avec le plan des 
xz. Supposons que, dans le voisinage du point O, la 
surface soit représentée par la Jig. 121, et posons 


TOA =M’0O’A' = o.Ona 


= lim 2M = lim OM 
P= 200' — a3’ 


mais x est égal 4 O'M' cosa, et l’équation (1) donne 


22 





» = 20s? ef (tangs) = ~. 
O’M’ P 





Ondoitremarquerqu’en faisant varierl’angleo, lerayon 
de courbure peut avoir, selon la forme de la fonction SI, 
un nombre quelconque de valeurs maximums ou mini- 
mums, etil y aura autant de maximums que de minimums 
puisque ces valeurs doivent se succéder alternativement 

Straw. — An., IL. 16 
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quand on fait varier o de o & a7, et que la section nor- 
male revient 4 sa position primitive. 


TANGENTES CONJUGUEES. 


716. Soit MM‘ une courbe quelconque siluee sur une 


surface: imaginons les plans tangents menés par les points 


Fig. 122. M et M’.Sile second point se rap- 
proche indefiniment du premier, 
l’intersection des deux plans va- 
riera de position et deviendra, a 
la limite, une certaine tangente a 
la surface passant parle point M. 
Cette droite limite et la tan- 
gente MT alacourhe MN sont dites tangentes conjuguces. 

Prenons pour origine le point M, pour plans des coor- 
données xy, xz, yz, fe plan tangent, et les plans des sec- 
tions normales principales correspondant a ce point. On 
aura, au point M, r=0, y= 0, 2=0, puis p=o, 
q = 0 et s = 0 (n° 702). 

L'équation du plan tangent en M’(2x’, y’, 2’) est 





Za a2p'(XK—2')+9'(Y—y') 
p’ et q' désignant les valeurs de p et de g relatives au 
point M’. D'aprés Ja formule de Maclaurin, on a 


2! = pa’ + qy' 4+- - (re + asa'y'’ + ty) +.... 


On aura donc, en négligeant des infiniment petits du 
troisiéme ordre, 


Y 
2’ — (re? + ty”). 
2 
On trouvera de méme 
por’, 7g= ty’. 


- Par suite, les équations des plans tangents menés aux 


CINQUANTE-CINQUIEME LECON. 243 


points M et M’ seront 
Z=—0O, 


ra! (X— 3!) + oy" (Y— y') + = (ret) —Z=0. 
Ces deux équations représentent |'intersection des deux 


plans tangents. Or, si l’on porte dans la seconde la valeur 
Z = 0, On aura, en réduisant, 


ral XY — = (ra + ty?) = 0. 


Posons y’ = mx’, m éiant le coefficient angulaire de la 
projection de la droite MM’, qui, a la limite, se confond 
avec la tangente MT. L’équation précédente devient 


1 
rX + tmY¥ — 7 (r+ tm?) = 0, 


et quand le point M’ sc réunit au point M, on a x’ = 0, et 
rX+tmY=—o, 


équation de Ja tangente conjuguée définic plus haut. On 
voit que si 7’ désigne son coefficient angulaire, on a 


ou 


' r 
min m—---. 
t 


TA7. Deux tangentes conjuguées sont paralléles a 
deux diamétres conjugués de UCindicatrice. 
En effet, si 





est ]'équation de l’indicatrice, on a, éntre les coefficients 
angulaires de deux diamétres conjugués, la relation 


mm = _o. 
=~; 


16. 
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On a d’ailleurs (702 et 711) 


a? — ‘, b = ‘. 
r t 
rar conséquent, 
, 62 r 
nn =--_---o- = —— a 
a t 


ce qui démontre le théoréme énoncé. Les rayons de 
courbure étant proportionnels aux carrés des diamétres 
de l'indicatrice, il résulte d’une propriété bien connue 
des sections coniques que /a somme algébrique des ray ons 
de courbure correspondant 4 deux tangentes conjuguecs 
est constante. 


EXERCICES. 


1. Trouver sur la surface de Vellipsotde 


ry? 2 
ai + 7 + aa 
le lieu des points qui ont des indicatrices semblables (lieu des cour- 
bures semblables). 

SOLUTION : E et F étant les axes de l’une des indicatrices, si l'on 
+, le lieu demandé sera l’intersection de l’ellipsoide 


F TE 
par la surface dont |’équation est 


pose 4 = 


ap on (= + 48 5) = (P+ Be atm yt 2), 


2. Les rayons de courbure principaux de l’ellipsoide sont donnés 
par I’équation 
ve 6? ce 
p* 
od p désigne Ja Jongueur de la perpendiculaire abaissée du centro 
sur le plan tangent au point (2, y, 2). 





Pa (ae bt haat ya) E+ =0, 


3. Pour la surface xyz = m’, ona 


27m 
poo 





Poe +y ae) e+ 
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4. On sait que des droites normales a une surface sont aussi 
normales a une infinité d’autres surfaces, dont chacune est a une 
distance constante / de la premiére, de sorte que deux quelconques 
de ces surfaces interceptent sur toutes les normales une longueur 
constante Ces surfaces ont les mémes plans de sections principales 
pour tous les points of elles rencontrent une méme normale. Les 
courbes indicatrices des surfaces pour ces points sont des coniques 
homofocales ayant leurs axes paraliéles, de sorte que la ligne des 
foyers est constante de grandeur et de direction. 
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CINQUANTE-SIXIEME LECON. 
SUITE DE LA COURBURE DES SURFACES. 
Lignes de courbure. — Propriétés des lignes de courbure. — Centres de 


courbure des sections principales. — Rayons de courbure principaux. 
— Applications. 





LIGNES DE COURBURE. 


718. Soient S une surface rapportée a trois axes rec- 
tangulaires quelconques; M (x, y, z), un point de la sur- 
Fig. 123. face, et MN la normale en ce 

point. Si M! (x’, y’, 2’) est un 
second point de la surface, voi- 





5 sin de M, la normale M’N’ ne- 
rencontrera pas Ja premiére 
normale MN, a moins qu'il n’y 

0 ait entre les coordonnées de 








Zz 
/ ces deux points une certaine 


/ relation que nous allons cher- 
cher. 


La normale MN a pour équations 
yr) X—#+p(Z—2z)=0, 
(2) Y—y+q(Z—z)=0. | 
Si p’ et q' désignent les valeurs de p et de g relatives 
au point M’, la normale M’N’ aura pour équations 
(3) X— 2! +p! (Z—2)=0, 
(4) Y¥— y'+q'(Z—2') =0. 
En éliminant X entre les equations (1) et (3), ona 


rx + yz’ — pe 
———= © 


Z= 








p— P 
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L’élimination de Y entre les équations (2) et (4) donne 


JY rtd z— 93 


Z= 
y—4 
On adonc Il’équation de cundition 
(5) ai — rtp z' — p2 = IT TET, 
p'— Pp q—4 
Cette équation et celle de la surface 
(6) = fi2',y') 


représentent une courbe MM’ située sur la surface, et 
passant par Je point M. Toutes les normales a la surface 
menées par les divers points de cette courbe iront ren- 
contrer la normale MN. 


7419. Concevons maintenant que le point M’ se rappro- 
che, de plus en plus, du point M: la droite MM’ devien- 
dra la tangente, et les diflérences x’— x, y’— y, 2’— z, 

‘— p, q'—q devront étre remplacces par les différen- 
tielles dx, dy, dz,dp,dq. De méwep'z' — pz=d (P2)s 
g'2z'—qz= (gz). On aura donc, a la limite, 


dz+pdz+zdp ay + qdze+2dq — 
———————-—_—- 2) 


dp dq 
ou simplement 
dx+pdz_ dy+qdz 
(7) > = a 
Mais ona 
dz = pdx + qidy, 
dp —rdx +- sdy, 
dq = tdy + sda; 


donc 
dy dy 
2 — 2) 
1+ pi + pq de PIT Ta 
a ae 
r+ so St 
ou bien 


dy\2 d 
8) \ (1+9%s—p9e) (Z) +[(i+9%)r—(i +p?) ty = 
+ pqr— (i+ p?)s = 0. 
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. d: sy 8 ge 
Cette équation donne deux valeurs de :- Flle indique 


deux directions suivant lesquellesil faut passerdu pointM 
a un secund point infiniment voisin, sur la surface, pour 
que la normale en ce point rencontre Ja normale au 
point M. Prenons ]'une des valeurs de a et la valeur 
dz 

a 

On passera, de méme, du point M’aun troisiéme point M’, 
et ainsi de suite. On aura donc une ligne MM’M’..., 
telle que toute normale a la surface menée par un de ses 
points rencontrera Ja normale infiniment voisine en 
négligeant des infiniment petits d’ordre supérieur a 


correspondante de Soit M’ Je point correspondant. 


celui de MM’, M’M’, etc. La seconde valeur de 


donne une autre ligne jouissant de la méme propriéé. 

On nomme ligne de courbure le lieu des points 
@’une surface pour lesquels les normales se rencontrent 
consécutivement. Par chaque point d’une surface il 
passe deux lignes de courbure représentées par I'équa- 
tion différentielle (8), et par l’équation de la surface. 
En éliminant z, on aura |’équation de la projection des 
hgnes de courbure sur le plan des xy. L’intégration 
donnera deux équations contenant deux constantes arbi- 
traires qu’on déterminera en faisant passer la ligne par 
un point donné de la surface. 


PROPRIETES DES LIGNES DE COURBURE. 


720. Prenons la normale MN pour axe des 2.: p et ¢ 
sont nuls, ct l’équation (8) devient 


(9) (FZ) +(r-n F—ss0. 


Le produit des racines de cette équation est égal a —1; 
donc les tangentes menées aux lignes de courbure qui se 
croisent au point M sont perpendiculaires eutre elles. 
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Si maintenant on prend les plans principaux pour 
plans des zx et des -zy, on a s==o (702). L’équa- 
tion (g) a une racine nulle et |’autre infinie : donc les 
deux lignes de courbure ont respectivement pour tan- 
gentes, au point M, l’axe des x et ]’axe des y, c'est-a-dire 
les tangentes aux sections principales. Les deux séries 
de ligne de courbure se coupent donc 4 angle droit sur 
la surface et la partagent en rectangles infiniment petits. 

Si l’on avait, ala fois, s =o, r= t, les deux valeurs de 
dy 


- seraient indéterminées. I! y aurait une infinité de 


lignes de courbure passant par le point M, autour duquel 
toutes les courbures seraient égales : ce serait donc un 


ombilic. Ce caractére peut servir 4 trouver Jes ombilics 
d’une surface, car si l'on exprime que |’équation (8) donne 


d e °. +», e 
pour — une infinité de valeurs, on aura les deux .condi- 


tions dgja trouvées (706) 


r+pP_ i+ _ Pq 
rr — aS 





721. Soient O un point de la surface, Oz la normale, . 
OA et OB les deux lignes de courbure, Ox Oy leurs 
tangentes. Si O’ et O" sont deux points infiniment voisins 
du point O sur les lignes OA et OB, les normales O’K 
et O"L peuvent étre considérées comme rencontrantOs: 
soient K et L les points d’inter- 
section. Jedis queOK etOLsont . 
les rayons de courbure, au point 
QO, dessections principalessO.x, 
sOy. En effet, puisque Oz est 
tangente a la courbe OA, le 
point O’ infiniment voisin du 
point O sur OA peut étre consi- 

y _ déré comme appartenant au plan 
sOzx. Donec la droite O'K qui est normale a la courbe 
OA, comme étant normale 4 la surface, déterminera, par 


Fig. 124. 
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sa rencontre avec la normale O:;, le centre de courbure 
de la section principale située dans le plan sOr. On 
ferait voir de la méme maniére que OL est le rayon de 
courbure de la section principale faite par le plan sOy. 


722. C’est ce qu'il est facile de vérifier par le calcul. 
Soient 


(1) . 


X—x+p(Z—z)=0, 
Y—y+q(Z—3)=0: 
| X—2'+ p'(Z—72') =0, 
ly—y'+q' Z—2z')=0 


(2) 


les équations de deux normales. Si le point (x, y, z) 
coincide avec l’origine, et que le point (x’, y’, 2’) soit infi- 
niment voisin, les équations (1) se réduisent a 
X=o, Y=o, 
et les deux autres donnent, au point commun, 
— dx + dp(Z—. dz) = —dzx+ Zrdx = 0, 
— dy + dq (Z -- dz) —= — dy + Ztdy = 0, 
ou bien 
dx(Zr—1)=0, 
dy (Zt —1)=0. 
On ne peut pas supposer dx et dy nulles a la fuis, mais 
on peut satisfaire a ces deux équations, soit en posant 


(3) dr — 0, Z= = 
ou bien 
(4) dy =0, Z= -. 


Dans le premier cas, puisque dx = 0, la tangente coin- 
. ; I 
cide avec axe des y, et Z = — est le rayon de courbure 
principal. Méme conclusion a tirer du second systéme. 


723. 1] faut bien se garder de croire que les points de 
rencontre des normales soient les centres des cercles 
osculateurs des lignes de courbure, car ces normales se 
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coupent conséculivement et sont tangentes 4 une méme 
courbe, propriété qui n’appartient jamais aux normales 
menées par les centres de courbure d’une conrbe gauche. 
Et méme, les lignes de courbure peuvent étre planes sans 
que leurs cercles osculateurs se confondent avec ceux des 
sections principales. Il. faut pour cela que leurs plans 
osculateurs soient normaux et que, par conséquent, les 
lignes de courbure soient les lignes de plus courte dis- 
tance sur la surface (61° Lecon). Par exemple, dans les 
surfaces de révolution, les lignes de courbure sont les 
méridiens et les paralléles. Les méridiens sont des sec- 
tions principales, parce que leurs plans osculateurs sont 
normaux a la surface. Les paralléles sont des lignes de 
courbure planes sans étre des sections principales. 


CALCUL DES RAYONS VE COURBURE PRINCIPAUX EN UN 
POINT QUELCONQUE D'UNE SURFACE. 


724. Le théoréme démontré (722) permet de calculer 
les courbures principales en un point d'une surface, l’ori- 
gine étant quelconque. 

La normale menée au point M de la surface a pour 
équations 
(| X—x+p(Z—z)=0, 
tr) Y—y +q(Z—2) =o. 


Si M’ est un point infiniment voisin, pris sur la ligne 
de courbure, la normale correspondante rencontrera la 
premiére normale en un point dont le Z sera donné par 


chacune des deux équations 


dy 
U-+ p* + Pq 7 
(2) ss he 


r-s — 
dx 


{ 
pat (ig) = 
(3) Z—s= + 
$+ft-—- 
dz 


aw 
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dy 


En éliminant <, entre ces deux équations, on aura 
(rt — s*) (Z — 2)? 
(4)) ite + p)e + (14+ 9?) r— aps) (Z — 2) 


+1 + p+ g*= 0. 


Cette derniére équation donne deux valeurs de Z — z, 
el, par suite, de Z, qui correspondent aux centres de 
courbure des deux sections principales. Appelons p lun 
des rayons de courbure, on aura 


p=V(X— z+ (Y—yl+(Z—2), 
valeur qui se réduit, en vertu des équations (1), a 


p= (Z—2) fi +p +9, 
d’ou 


Si l’on substitue cette valeur de Z— z dans I’équation (4), 
on aura, en réduisant et ordonnant, 


(r¢ — s*) p? 
(5) {  —[(t+p?) e+ (1+ 9") h— apqs] V+ p+ 9p 
+(1+p'+7)yP=0, 
d’ou l’on déduira les valeurs des deux rayons de cour- 
bure principaux. 


725. Les normales d'une surface, menées par les diffé- 
rents points d'une ligne de courbure, forment une surface 
développable, puisque deux normales consécutives se ren- 
contrent. Pour avoir I’équation de cette surface, il faut 
éliminer x, y, z entre |’équation de la surface proposée, 
les équations (1) d'une normale et I'’équation (8) du 
n° 749 qui exprime que le point (zx, y, 2) est sur la 
ligne de courbure. 

On obtiendra le lieu des centres de courbure de toutes 
Jes sections principales d’une surface représentée par 
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Péquation 
F(z, y¥,3)=0, 

en éliminant x, y, z entre cette équation, celles de la 
normale, et l’équation (4) ou Z se rapporte au point de 
concours de deux normales infiniment voisines. Cette 
surface se composera de deux nappes, puisque chaque 
normale contient deux centres de courbure. 


APPLICATION DES THEORIES PRECEDENTES AU PARABOLOIDE 
ELLIPTIQUE. 


726. Equation différentielle des lignes de courbure. — 
Soit 


(1) | == 42, a>b>o, 


l'équation d’un paraboloide elliptique. On a, dans cet 
exemple, 


7, 7%, ,-1, soo, tale 
(2) p=, g=%, rails smo, t= 5 


L’équation générale (719) 


(1+ p?)dx+pady (1+ 4?) dy +pqde 
rdx + sdy _ sdz + tdy 
devient 


dy [ xy z\ |] dxf xy yx? 
Lise + ee(e 5) =F [Soe +o (+m) ) 


ou, en ordonnant, 


xy dy’ 1 I z y?\ dy TY _ 
abidzi \b a ab abi)de ab” 
el, multipliant par 2; 
x 
a yidy? (+ 1 2 y?\ 1 xdy 
(3) ab? x? dz? 6 at ab ab) padz 
2 
— 2 =o: 
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c’est l’équation différentielle des lignes de courbure du 
paraboloide elliptique. 

Intégration de lV'équation (3). — Si l'on fait x* = v, 
y* =u, cette équation devient - 


(4 I du\? [1 I ° u \ du u —o 
) owe) +(G-.+ wean) aw ae =? 


Comme ue et v n’entrent qu’a la premiére puissance, 


a 


on peut y satisfaire en substituant 4 uw une fonction 
‘ linéaire de v. Posons 


“sete, dot — =e. 


du , ov 
En remplacant u et 7 par cv +c’ et c dans Péqua- 
¢ 


tion (4), les termes qui multiplient v se détruisent, et il 


reste 
t 1 c c’ _ 
6 a abe)° ab”? 
d’ou 
= ab(a— b)e 
= 6+ ac ; 


La constante ¢ reste donc arbitraire, et comme Vinté- 
grale ne doit en déterminer qu'une, i] en résulte que 
u=cv-+c’, ou 

ab(a— b)c 


"3 7 2 
(>) y wt 6 + ac 


est l’intégrale générale de )’équation (3). En faisant va- 
ricr c, on aurades projections sur le plan des xy de toutes 
les lignes de courbure. Ces projections sont des ellipses 
si l'on a c<o, des hyperboles quand ¢ est > 0. Elles 
ont toutes leur centre a lorigine. 

Determination de la constante c. — Sil’on veut avoir 
les lignes de courbure qui passent par un point (x', y’, 2’) 
de la surface, on déterminera c par ]’équation 


yen ab(a — b)e 


. 6+ ac 








Ge 
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ou 
(6) ax’?c? + [ bx? — ay" +- ab(a— b)le — by"*?#= 0. 
On en tire deux valeurs de c réelles et de signes contraires, 
puisque a et 5 sont de méme signe. Ces deux racines 


éiant désignées par m et —n, les projections des lignes 
de courbure seront représentées par les équations 


ab(a—b)m 

(7) aa a 
: *  ab(a—b)n 

(8) y ae an—b 


La premiére courbe est une hyperbole, la seconde une 
ellipse. 


Discussion. —‘La constante m peut varier de o 4 |’in- 
. . a b 
fini, mais la constante » doit étre plus grande que —; et 
e b . ° e , e 
ne peut varier que de— a l’infini. En effet, l’équation (8) 
a 
étant oise sous la forme 


yi nase a 


le second membre doit étre positif: donc, puisque a est 
e ° b 
> b, il faut que Pon ait am —b>>0, oun > -- 


Examinons maintenant les hyperboles représentées par 
Péquation (7). A cause de 'hypothése a> 6, clles ont, 
toutes, leur axe réel dirigé suivant l’axe des y. La valeur 
du demi-axe transverse est 


ab(a—b)m 
b+an 


ab(a — b) 


ou bien 


b 
a+ — 
. m 


Si m varie de o a l’infini, cet axe augmente de o & 
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Vb (a —b)., En mettant l’équation (7) sous la forme 
y? | ab(a — 6) 

mm b+am” 
on voit que pour m= © elle se réduit 4 x == 0. L’hy- 
perbole se confond alors avec l’axe des y, ou plutdt avec 
la portion de l’axe des y qui commence 4 une distance de 


Porigine égale a + /b(a— 5). 
Les ellipses représentées par l’équation (8) ont leurs 
axes dirigés suivant les axes dese et des y. 


Les demi-axes ont pour expressions 
ab(a— b) 
an—b” 


Le premier, dirigé suivant ]’axe des x, diminue de I'in- 





eo 8 6 a ae . ° 
fini ao, quand n augmente de 4 l'infini. L’autre demi- 


axe diminue de l’infini jusqu’a /d (a — 6). Donc, tout 


point situé sur l’axe des y et & une distance de l’origine 


plus grande que /b (a — 8) sera le sommet d’une de ccs 
ellipses. Pour n =o Il’ellipse se réduit a l’axe des y, 
comme le montre |’équation (8) mise sous la forme 


xy’ _ ga tela — 6) 


R an—b 


ccla résulte encore de ce que l’autre axe se réduit alors 
ao. 

Si x’ = o, une des valeurs dec est infinie, et l'autre est 
positive ou négative suivant que y” est inférieur ou supé- 
rieur 4 Vb (a — 4). Les projections des lignes decourbure 
sont alors l|’axe des y, et des hyperboles ou des ellipses, 
selon que y’ est plus petit ou plus grand que V4 (a — 8). 

Si y’= 0, une des valeurs de c est nulle, et autre tou- 
jours négative. Dans ce cas, les lignes de courbure pnt 


pour projections l’axe des x et des ellipses. 
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EXERCICES., 


1. Trouver les lignes de courbure de Vellipsotde. 
Soxution : Soit 
x xr? 2? 


atetas} 


lellipsoide donné, 2 > 65> c. Les projections des lignes de cour- 
bure sur le plan des zy sont, pour l'un des systémes, des ellipses 


x Ys 
eyes 


X et Y étant les coordonnées d'un point de l’hyperbole 


a’ (a? — 5?) 6 (a? — 5°) 
x a— ¢ Y= eo? 


et, pour le second systéme, des hyperboles 


0 Yy I 
ey 


dont les demi-axes sont les coordonnées d’un point de |’ellipse 
(a= 8) ys_ Pie), 


a— 


X?7-+ 


Sur le plan du grand axe et du petit axe Jes projections des deux 
systemes de lignes de courbure sont des ellipses. 


2. Lorsque trois surfaces se coupent orthogonalement, !'intersec- 
tion de deux quelconques d’entre elles est une ligne de courbure 
de l'une et de |’autre. 


3. Lorsque deux surfaces se coupent suivant une ligne de cour- 
bure commune a lune et a l'autre, elles se coupent sous le méme 
angle en tous les points de cette ligne. 


Stcax. — An., IL 17 
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CALCUL DES DIFFERENCES FINIES. — CALCUL INVERSE 
DES DIFFERENCES. 


Notions préliminaires. — Différence n®** du premier terme d'une suite, 
en fonction des termes de cette suite. — Terme général d’une suite, en 
fonction du premier et de ses differences successives. — Differences des 
fonctions entiéres. — Différences de quelques functiogs fractionnaires, 
ou transcendantes. — Théorémes généraux. — Intégration de quelques 
fonctions. 


NOTIONS PRELIMINAIRES. 


727. Le but général du calcul différentiel est de cher- 
cher les limites des rapports des accroissements simultanés 
de plusicurs quantités variables, ce que l’on peut faire 
sans considérer les valeurs numériques de ces accroisse- 
ments. Dans le calcul aux différences finies, on s’occupe, 


au contraire, de ces valeurs numériques et on en cherche . 


la loi. 
Soient 


Uy yy bag eeey Ugg eery 


une suite de valeurs successives que recoit une quantité 
variable. Si l'on retranche chacune de ces valeurs de celle 
qui la suit, on obtient ce qu’on appelle les différences 
premiéres de ves valeurs, et on les représente par 

Atty, At, Alyy... Ange. sy 
en sorte que l'on a 
@,— U&s—Aud,, U,— &, —A4a,,.. 


‘9 Uns — Un — Allgy. wee 


En opérant de la méme maniére sur la suite des diffé- 
rences premiéres, on obtient une suite de dittérences 
secondes, qu'on représente par 


Bb? ie, A?u,, Arlig,.. 0,5 A* Un, 08 
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On a donc, par définition, 
Au, — Aty= St, Att, — A, = A7M,,..06 


On formera de la méme maniére les différences troi- 
siémes, quatriémes, etc. 
Par exemple, la suite des carrés des nombres entiers 


1, 4, 9g, 16, 25,..., 
a pour différences premiéres 
3, 5, Js Qy--s3 
et pour différences secondes 
2y 2, Byeee 


les différences troisiémes et, par suite, les différences 
d’un ordre supérieur, sont nulles. 

Dans cet exemple, toutes les différences secondes sont 
égales 4 2. Si lon admet la généralité de cette loi, on 
pourra prolonger indéfiniment la suite des différences 
premiéres, et, par leur moyen, celle des nombres carrés. 


728. Le calcul des différences est fondé sur quelques 
principes analogues 4 ceux qui forment Ja base du calcul 
différentiel. 

En premier lieu, u, v, z étant des quantités variables, 
ona 


(1) 4(u +o —z)—= du + Ave — Az, 
c’est-a-dire que la difference d’une somme est égale 4 la 
somme algébrique des differences de ses parties. En effet, 
4(“-+e—z) = (a, +0,—2,)—(a +e —2) 
= (u, — u) + (eo, —o) — (4, — 2) 
= Au + Av — 42. 


La diflérence d’une constante est nulle. Donc 


(2) - A(a +a)= da, . 
17, 
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On a encore 


(3) Jau—adu, 


car Aau = au, — au = a(u,—u)=adu. 


EXPRESSION DE A"u. 


729. Proposons-nous de trouver l'expression de A*u 
en fonction de uv, u,,..., u,. On a d’abord 


Au—u4,—h&, 
Atl, = u,— Uy. 

Mais | 
' A?u = Au, — Au; 
donc 

A?u = tt; — 24, -+ U, 

A*u, doit étre composé avec us, ty, Uy, comme A*u avec 
Us, U,, uU. On a donc 


A?u, = uy — 24,+ 4, 
et en retranchant A’u de A*®u,, 
Au = u, — 3u,+ 34, —u. 
On trouvera de la méme maniére 
A‘u —u,— 4u,+ 6a, — 4u,+a, 


et ainsi de suite. On voit que les coefficients numériques 

qui entrent dans l’expression des différences A’u, A®u, 

A‘u, sont les coefficients des puissances deuxiéme, troi- 

siéme, quatriéme du binéme, d’ou !’on conclut, en géné- 

ralisant, 

a(n—t) 
1.2 


(1) A" tt —= Ug — RU, + Unig—... ck, 


on, sous une forme symbolique, 
A*u == (u —1)(), 


égalité qui tiendra lieu de la précédente, pourvu qu’aprés 
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avoir développé le second membre par la formule du bi- 
néme, on remplace u°, u', u*,..., part, Uy, lg,.05 
Pour démontrer la généralité de cette loi, posons 
(2) O* 4 — u, — Auy_, + Bu,_,— Cu,_, +. . oa. 
On aura également 
(3) AB a, = Ugg — Ag + Bay, — Cag. +.. ta, 
et, en retranchant A’u de A’u.,, 
A"*+'u—u,,,—A 


la +B | gy —C | Uy t+... oe, 


+A —B 








Or, sir, A, B, C,... sont les coefficients de (x +1)’, 
on sait que 1, 1+A, A+B, B+C,... scront les 
coefficients de (x + 1)"*'. Done, si la formule (1) est vraie 
pour l’indice 2, elle l’est encore pour l’indice m +1, ce 
qui démontre sa généralité. 


730. Autrement, supposons la loi démontrée pour Vin- 
dice n et posons 


A’ =) Ku, = (a— 1), 


A* a, =) K Up+t- 


A®t' u =) Reap -S Kup, 
= YK (Hp — Up), 


et, sous une forme symbolique, 


A"! u =) Ku? (u —1). 


on aura 


D’ot 


Tl résulte de la 


areta == (u—1) ) Kar (a — 1) (41) 
et, par conséquent, 


AM! ug =z (ue — 1) (9), 


wera, rN 
ent a 
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EXPRESSION DU TERME GENERAL D UNE SUITE, EN FONCTION 
DU PREMIER TERME ET DE SES DIFFERENCES SUCCESSIVES. 


731. On a, par définition, 
u,rtut+Aa, 
u,y—u,+adAu,, 
4u,--Au+ Au. 
En ajoutant ces équations, membre 4 membre, il vient 
U,—u+2Au + Aa. 
On aurait de méme 
Au, = Au+ 2A7u + Abu, 
d’ou, en ajoutant ces deux équations, 
uy—au+t+3Au+t+ 3d°’u + Ata, 


et ainsi de suite. On est ainsi conduit par induction 4 Ja 
formule 


a(r—t 
(1) tp at nda OY atone, 


ou 4 la formule symbolique 
U,p—(I+ Au, 


dont l’exactitude se démontrerait par le mode de raison- 


nement employé (729 et 730). 


DIFFERENCES DES FONCTIONS ENTIERES. 


732. Supposons maintenant que u soit une fonction en- 
tiére de x du degré m, et que ty, Uy, Us,.--, représentent 
les valeurs successives que prend cette fonction, quand on 
donne 4 x une suite d’accroissements égaux représentés 


par h. Soit 


Be Ax"+ Bo ' 4+ C2" +... 4+ Khe tL. 
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On aura 


Au=A([(x + hy —2"] + Bl (a + A) — 2} 
+ C{(a+ hye — 7] + + KA. 


En développant et ordonnant par sapport 4 x, on aura 
un résultat de la forme 


Au = mAhz® + Boar? +°C! 2 + XK’. 


Le premier terme est du (sn — 1)"* degré, et son coefli- 
cient se forme en multipliant le coefficient du premier 
terme de u par |’exposant de ce terme et par /:, 

En opérant de la méme manicre sur la différence pre- 
miére, il en résultera 


A?u = m(m —1) AAP? + Bla 4... +’; 
on trouvera de méme 
Su = m(m —1)(m — 2) Aho + BY z+. +”, 


et ainsi de suite. | 

Le degré de chaque différence va en diminuant d’une 
unité, d’ow l'on conclut que la m'*”* sera constante et se 
réduira au premier terme, dont la loi est connue. On 


aura donc 
A™ 4 — 1.2.3. ° mAh", 


Ainsi, les différences m*™** d'une fonction entiére du 
m** degré sont constantes, lorsque la variable crott par 
degrés égaux. Les différences suivantes sont donc uulles. 


733. Soit a == 2x". Alors 
A™u = 1.2.3...mh", 
uy, = (2+ hk)", wy (e+ 2h)™,....4 
Sil’on substitue ces valeurs dans la formule 


n(n—t) 


(1) A" a = uy — AU y_, + > 


Una .e. (729), 


264 COURS D’ANALYSE. 
on aura, si m =n, 
1.2.3...mh"™ 
(2) —(2 + mhyr— m(x + (m—1) Al" +... 2x". 
Faisant x = 0, h=1, 

1.2.3... 


(3) m(m —1) 


= m™* — m(m — 1)" + —— 





(m —2)"—...42m, 
Si Pon suppose 7 >m, on a A*u=0, et la formule (1), 
en faisant encore x = 0, h =1, donne 


n(ra—t1) 


(4) omar™—a2(n—1jf"+ a 


(2a—2)"—.... 
734. Soit 
uau(e+th)(x+2h)...[x24-(a—1)h], 
on aura - | ! 


(5) Au=(x+h)\(x+2h)...[x+(n2— 1) hjah, 
(6) Sta (r+ 2h)...[z+(a—i)h]a(a—i) Ph, 


La loi de formation est évidente. 
DIFFERENCES DE QUELQUES FONCTIONS FRACTIONNAIRES, 


OU TRANSCENDANTES. 


733. En supposant toujours que la variable croit par 
degrés égaux, on a 


I 


O(a +h) (a+ 2h)...[2+(a—ijal 
— nh 
= a(x +h)(x+2h).. (= + nh)’ 
; n(n+1)h? 
au 


~ Z(a-+h)...(2 +h) [z+ (at+ijh} 


et ainsi de suite. 
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2° um a*, . 
Au = a*® (a4 — 1), 
A?u = a*(a* — 1), 


et, en général, . (at —1Y 
"4s a®— if. 


3° u—sin (az + 6), 
Au —sin (ax + ah +- 6) — sin (ax - -+ b), 
Asin (ax + 6) = 2sin ~ ah cos («s + 6-+ -): 
On a-de méme 
Acos (ar + 6) = — asin = » ah sin (a2 + 6+ “), 
et, 


h 
Asin (az -+ 6) = asin : ahAcos (a2-+ b+ =) ; 
ou, a cause de la seconde formule, 
e i/ . 
A?sin (az + 6) = — 4sint ~ sin (az + 6 + ah, 


et ainsi de suite. 


CALCUL INVERSE DES DIFFERENCES. — DEFINITIONS 
ET NOTATIONS. 


736. Le calcul inverse des ditférences a pour objet de 
déterminer une fonction quand on connait sa différence 
finie, ou lorsqu’on a une relation entre cette fonction, 
quelques-unes de ses différences et la variable indépen- 
dante. Mais nous nous bornerons au premier cas 

Soit x la variable indépendante dont J’accroissement 
Ax est supposé constant et égal a h; soientF (7) la fonction 
inconnue et f (x) la différence donnée : on doit avoir 


AF(x2)=f(z), ou F(r+-4)— F(x) =/f(2z). 
La fonction F (x) dont la différence est f (x) se repré- 


sente par) J (x), etsenomme l'intégrale aux différences 
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finies de f(x). D’aprés ces notations, les caractéristiques 


Vet A appliquées a la méme fonction se détruisent, et 
l'on a 


Sre)=s2) Yasle)=S(2). 


737, Dans le calcul intégral ordinaire, quand on a ob- 
tenu une intégrale particuliéred’unedifférentielledonnée, 
on ajoute 4 cette premiére solution une constante arbi- 
traire pour former l’intégrale générale. Dans le calcul in- 
tégral aux différences finies, ce n’est pas une constante 
arbitraire qu'il faut ajouter 4 une intégrale particuliére, 
mais la fonction la plus générale dont la différence est 
nulle. Ainsi 9 (x) étant une fonction dont la différence 
est f(x), il faudra qu’on ait 

F (z)=9(z)+ 9(2), 
o (x) devant satisfaire -a |’équation 
do (2)=o(x+h) — a(x) =o. 

La valeur de lafonction a (x) est complétement arbitraire 
quand x varie depuis une valeur quelconque a jusqu’a la 
valeur a +h. Pour les valeurs de x, qui ne sont pas com- 
prises dans cet intervalle, la fonction w (x) sera déter- 
minée par la condition de reprendre la méme valeur 
quand x augmente de h. On Ja nomme, pour cette raison, 
une fonction peériodique. 

Cette fonction peut étre représentée par une courbe. 

Prenons sur l’axe Ox des intervalles AA’, A’A”, 
A’A”,..., égaux ah; puis, élevons les perpendiculaires 

Fig. 125 ; égales AB, A'B’, A” B”,.... 

vi Tragons a volonté l’arc 
BMB’, et soit BB’ B’B”... 
une ligne composée d’un 
nombre indéfini  d’arcs- 
op kPa égaux & BMB’. L’ordonnée 


de cette courbe aura la méme valeur pour des valeurs 
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de x dont la différence est 4, et représentera la fonction 
cherchée. 

On aurait une fonction jouissant de la propriété en 
question, si l’on prenait 


~ 2H 20% 
= (2) = ¥( sin Ro? 68 )> 


¥ désignant une fonction tout a fait arbitraire. 








THEOREMES SUR LES INTEGRALES AUX DIFFERENCES FINIES. 


| b 
738. Dans le caleul intégral, [ J (x) dx représente la 


somme des valeurs de la différenticlle f(x) dx quand x 
varie de a a 6, L’intégrale aux différences jouit d’une 
propriété analogue. | 
Soit F (x) une fonction dont la différence finie est f(x ). 
On a, quel que soit x, 
AF(x) on F(2 +h) — F(x) =f (2). 


Appelons x9, 4, %:,.+-, 7, des valeurs de x croissant 
par intervalles constants et égaux a h. On aura 


F (7,) — F(.7,) —S(7,); 
F (2,) — F (2) =firi, 


d’on 
(1) F (z,) — F (2,) =f(2.) +S(7,) +... +f (rn—1)s 
ce qu'il fallait démontrer. 


Notons encore, comme exemple de l’analogie des deux 
calculs, les formules 


(2) SY (utes) =u “Lede 
(3) | Sau = = aS u, 


conséquences évidentes des formules (1) et (3) du n° 728. 
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INTEGRATION DE QUELQUES FONCTIONS. 
739. On a trouvé (735, 2°) 
A4a* =— a* (a* —1), 


dou, en désignant par C une fonction périodique (737), 


a* 
) a* — ; +. 
a” —I 


Si l’on donne a x les valeurs 0,1, 2,..., n —1,ona 
h = 1, et en appliquant la formule (1) du n° 738, on aura 





a® I art — 
Itfast+a+...t+ats=—_—_ -— = ; 
a—t a—l a—I 





formule qui donne la somme des termes d'une progression 
géometrique. 


740. On a trouvé (735, 3°) 


A sin (az +b) = asin = ah cos (a+ + b) 


Aw. 
changeons x en x — -» il vient 


Asin (a2 — a + b) = asin = ah cos (az + b), 


d’ou 
in(az— +8) 
sin | ax — — + 6b 
¥ cos (az + 6)=—1___>__f 4.6. 
2 sin — ah 


En faisant x = 0, 1, 2,.... #—1, OM aura 


cos b + cos(a + 6)-+cos(2a+ 6)+...+ cos[(n —1)a+ 56} 


_ sin| (n — =| a+ | —sin(6 ~$) 


. S| 
2s1n hes 








Ca 4 
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c’est—a-dire 


cos + 008 (a+b) + c0s(2a-+6)-+...4+cos[(n—1)a+5] 


“a+ 6] 





. Ra (“> 
sin — cos 
2 2 
. od 
sin -a 
2 
On trouvera de la méme maniére 
sin b + sin(a+- 6) + sin(2aa + 6)+...+-sin[(a—1)a +6] 
. Mma, R—— I! | 
sin — sin ( at ») 
_ 2 2 


. tI 
sm—-a 
2 





741, En intégrant la formule (5) du n° 734, et rem- 
plagant x par x —h, etn parn+1,ona 


_ (@—A)al(e+ h)...[2+(n—1)A] 


, | Yale + A)..[2 +(e —1)A] 
(1) 
(2 +1)h 


+ C. 


On tire de la seconde formule du n° 735 (1°), en y chan- 
geant 2 enn —1, 





» | See 


— Goat z(e4h) aah, ..[z+(r—2)} hj 


.En changeant x en m-+h, dans la formule (1), puis 
faisant h =1, on aura 


1.2.3...2+2.3.4...(2 +1)+3.4.5...(2+2) +..6 
(3) + m(m +1) (m+ 2)...(m+a—1) 
__ m(m+1)(m+2)...(m +n) 
n+l 


Ici la constante est nulle parce que le premier membre 
est nul pour m = o. 
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Par exemple, si n = 3, on a 


1.2.34+2.3.443.4.5+...+m(m+1)(m-+ 2) 


= qm + 1)(m + 2)(m + 3). 


On tirera, de méme, de la formule (2) 


1 
12.2 2.3... (n rot cas 


m (m+ t).. Te 1)... (m+a—t) 


1 1 1 
At | seca — ee ; 
Par exemple, on a: pour 2 = 3, 


I I T 
2.3.4 + 3.4.5 eet m (im +1) (m+ 2) 


I 
4 ~~ 3 (m+1)(m+ 2)? 


I 1 1! 
+e. ———— =1— —_-. 
1.2 23 m(nt +1) m+ 


{l est facile de vérifier ce dernier résultat, car le premier 
membre peut se mettre sous la forme 


(3) «(L-4) +G-9) + +(b-ts) 


et la somme de ces termes est évidemment égale a 
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SUITE DU CALCUL INVERSE DES DIFFERENCES. — FORMULES 
D' INTERPOLATION. 


Intégration des fonctions entiéres. — Evaluation des sommes par les 
intégrales ordinaires, et des intégrales par les sommes. — Formule de 
Newton. — Formnile de Lagrange. — Approximation des quadratures. 


INTEGRATION DES FONCTIONS ENTIERES. 


742. La formule de Taylor permet de trouver yen, 


et plus généralement Sf(2) f(z) étant une fonction 


entiére de xz. Ona 


S(e+h)-- f(x) 


ou 


Af(x) = Afr) + tf (a)+ Les 


ce développement se termine de ]ui-méme. 


Si Pon intégre les deux membres, on a 
h2 
Sa) =hy f+ YP le)+ os 
et, sil’on pose f(x) = x™t', 
h? . 
gm+l = (m+ yh am +(m+i)m Da Sen 


+ (m+ 1)m(m—1) i + eee 
1.2.3 
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Pour déduire de la »y a™, il faut faire successivement 


m= 0, 1, 2,3,--.3; on aura, C désignant une fonction 


périodique (737), 


qh a" th 
| 
Yen falerde fare 


743. La formule générale (738) | 
Sco) +f (21) Hee +S (Sn-1) = F(a) — F (20) 


permet de déduire de l’intégrale y xz™ lasomme S,, des 


puissances mé*es des nombres 1, 2, 3,..., 2. 


Si l'on fait A =1, et qu’on donne 4 = les valeurs 0, 1, 


2, 35+.+) 7, ce qui change yz" en yor x™, on aura 


= <n 2 (a+!) 
2 2 2 

S:= GP panto _2(a+i(ar+t) 
3 2 6 1.2.3 

s,—= a a ae Ion n(n + 
4 2 4 a 

S\= grt wnt + gat 357 


On remarquera que la somme des cubes des n premiers 
nombres est le carré de la somme de ces nombres. 








— ge 
ry 
4 
* 
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EVALUATION DES SOMMES PAR LES INTEGRALES ORDINAIRES, 
ET DES INTEGRALES PAR LES S8OMMES. 


TA. Soit 


F(z) =ff(2)de on f(z) = 2. 
On a, par la formule de Taylor, 
F (z+ h)— F(zj=Af(z)+  filz)+ 3 f"(2) +. 


Donnant a x les valeurs 29, 23, %3,--+> Za, Ct dési- 
gnant x, par X, il en résultera : 


F(x,) — F(2.)= Af (2%) + ~ £" %)+- ra (%) +. 2.5 


F(z.) —¥ (2) =n) + — fle) + - agli 
F(X) — F(z,_,) 


= Af (tn) + ~ (ta-1) + 





ney — f' "(Sami ) eo 2 05 


et, en ajoutant, membre 4 membre, 


F (X) — F (z,) =A[f (1) + fir) +... +f (44-,)] 


" : FU (ee) HF (2) te tS (Fell 
Posons | 


SF (2) +S (41) +e. +S (tn) = Sf(2}, 
S20) +Sf'(21) +-- APF) = SM); 


Comme F(X) — F (x,) n'est autre chose que lintégrale 
définie de f(x) dx, prise entre les limites wx» et X, I’é- 
galité (1) pourra s‘écrire 


X 2 3 
(a) f I(x) da=hSf(4)+ * Sf'(.r) + ——_ Sf" (1) 4. 


Stuam. — An., ll. 18 
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Remplagant f(x) successivement par f” (x), ft (x)... 


lans légalité (2), on aura 
1? ih 
F(X) —S (ee) SASS" (2) + SFP (a) + SPM (2) +008 


(3) S' (X)—S (ne ASS” (x) + ~~ sfr(z)+ rarer ‘ 


IX) —S" *) = 487" r+ “sine t)+ 


Multipliant les égalités (2) et (3) part, Ah, BA*, CA’, 


et ajoutant, il vient 
[Serie AbLX)— Fle] + BLP) fled) 
© + CM (f(X) —S* (ne) +e. 
16 1 ¢\(1 
(4) | = ASf(ax) + h?Sf"( (+A) 





+ #8/%(2) ( — +i +8) 
+ WS f"(2)(— 3. q+ _A 3+yqte)+ 


Le second membre de cette seat se réduit a hS f(x), 
si l'on pose 


1 
— +A —O0O, 
2 
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de la résulte 
Sf(z) =; f{ "fl2)de— Lis(X) —Sla) 
(5) + AL f(x) —si20) 
= 5g MYX) Fi lm] tes 


formule qui sert a représenter une somme au moyen 
d'une intégrale définie. 


X 
745. L’équation (5), résolue par rapport af SJ (x) dz, 


fera dépendre la détermination d'une intégrale ordinaire 
de celle d’une intégrale aux différences finies. En rem- 


placant Sf'(x). par f(a) + (21) +f (xs) -+.. +5 ON 


aura 7 
x rn 
{ fl2)de = 4[ 22 + f(a) +f (21) + A 
(6) — 4 YX) — Fa) 


I 
+ —— MF" X) —f" (a%)] +. ee 
720 
Le premier terme du second membre représente la 
somme des trapézes inscrits dans la courbe + = f(z), et 
déterminés par des ordonnées équidistantes. Quant au 
premier membre, il représente l’aire de cette courbe. 


746. Les corfficients A, B, C,... étant indépendants 
de f(x), on peut les déterminer au moyen d'une fonction 
particuliére. Si l’on prend 


f(z) =e; 


On aura 


[reane — e*, 


eX — ef 





Sf (2) et 4 etrth te, eter mA 


re 


‘wv 
a 


aia 


2 ’ 


“ 
vi 


TG EROS are 
. ve OR ~~ mer 


. o™ 


iw Tr. Woe - 
er SSR NAELL Nh) lens eee mee 
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puisque X = xz, -+ rh. Si l'on porte les valeurs précé- 
dentes dans l’équation (4), le facteur eX — e*+ se trou- 
vera commun aux deux membres, et, en le supprimant, 
on aura 


(7) Fo SPAR BCH... 





II suffit donc de développer . a ; suivant les puissances 
de h, ce qui se fera par la formule de Maclaurin. 
On sait déja que A = — =; légalité (7) revient donc a 


la suivante, 


h Ah h(a +1) 
3 3 ee — oo ee oe 
1+ Bh? + CA += a + 3a)’ 
ou bien 
LJ _& 
1+ B+ CH4+DA +... = 2 TE 
2: _— 
e*—e ’” 


Le second membre ne change pas quand h est remplacé 
par — h. Douc le premicr membre ne doit renfermer que 
des puissances paires de h, et Yon a 

c= Oy E= Oyrese 


FORMULES D’ INTERPOLATION. — FORMULE DE NEWTON. 


747, L'interpolation a pour objet de trouver une 
fonction d'une variable, connaissant les valeurs de cette 
fonction qui correspondent a un certain nombre de valeurs 
données de la variable. Ce probléme est indéterminé 
tant qu’on ne fixe pas la forme de la fonction cherchée, 
car il revient 4 faire passer une courbe par des points 
donnés, ce qui peut se faire d'une infinité de maniéres, 
tant que la courbe n'est pas définie. Le probléme de l‘in- 
terpolation devient déterminé quand la forme de la fonc- 
tion est donnée et qu'elle renferme autant de paramétres 
distincts qu'il y a-de valeurs données de la fonction. Par 
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exemple, si I’on se donne 7 +-1 valeurs d’une fonction 
entiére du degré 2, correspondant 4 nm +-1 valeurs de la 
variable, on aura nz -+-1 équations pour déterminer les 
n -+-1 coefficients inconnus. | 

748. Nous examinerons d’abord le cas ot les valeurs 
de la variable sont en progression arithmétique. Soient 


Ze> Ti» Trgeeey Xny 


n-—+-1 valeurs d’une variable, et 2 leur différence con- 
stante. En choisissant convenablement |’origine des x, 
on pourra faire en sorte que | 


z, —O, zr, h, Hy 2h,..ey xr,anh, 


Soient 


Ue, iy, la, ees 9 iu, 


les valeurs correspondantes d’une fonction u, que nous 
supposerons entiére et du 2"* degré, A l’aide de ces va- 
leurs on pourra former les différences successives Aug, - 


A? ue, APuy,...-, Aus. Mais on a (734) 


m(m—t1) 
——— 
Ce développement de u,, s’arréte de lui-méme au terme 
qui contient Ai», parce que les coefficients des termes 
suivants sont nuls. Ainsi, on peut le prolonger indéfi- 
niment. En supposant m moindre que 7, ou au plus égal 
an, on peut écrire 


Ug = Uy + MAU, + A? tty +. 00, 


m\(n—1 
ty = tym Ate, + A) 


(1) 


A?u, +... 


m(m—1) (m—2)...(m—a+t) RP 
1.2.3...2— " 


Remplacons m par 7 et posons 


__ 7, 42 r A?u, 
Uy +e He A A! —— +... 
(2) 
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Le polynéme u se réduit évidemment 4 u,, pour x = mh ; 
par conséquent, il prend les valeurs 
ito hyp ny sy Uy 
lorsque x est égal a 
o, A, 2h,..., ah, 


et comme ce polynéme est du n™* degré, il satisfait a 
toutes les conditions du probléme. 

La formule (2) est connue sous le nom de formule 
de Newton. 


FORMULE DE LAGRANGE. 


749. Supposons maintenant que les valeurs données 


de r. 
Boy Wty Wayee+y Uny 


soient quelconques. Posons 
g(x)su, fl) =(@— 2) (@— 24)... (2 — an): 
ona(I, 334): : 
g(r) o(to) toler) it 


\ 5 I(x) = Fin) FF fa) Fam a 
(3) 
] | (a) I - 
FF (an) (© — Fn) 
Mais on a 0(.r,) = ux et 
SI (27x) 
f (xe) = LOW, 


Done, si on multiplie les deux membres de I’ égalité (4) 
par f(r), on aura la formule d’interpolation due a 
Lagrange, 


(7 ~~ Z1)(@%@ —2).. (2 —2Zpn) 


- oe _ 0 


(ry — £4) (29—~ X2)---(Lo— Fn) 





u = 


(zx — 7o) | (x — 2 )...(7 — 2a) ts 
(4) (x1 -- %y)(21— 72).. -(24— Zn) 
, (© — Ho) (@ —21)..(7 — Tar) y 





© (Ln— Lo) (La — M1). --(La— Fa-1) 
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FORMULES D APPROXIMATION POUR LES QUADRATURES, 
RECTIFICATIONS, CUBATURES. 


750, L’évaluation des aires, des longueurs, des vo- 
lumes se raméne, en derniére analyse, a la détermination 
d’une ou de plusieurs intégrales définies relatives 4 une 
seule variable. Mais il est souvent impossible d’effectuer 
Vintégration indiquée, et il fant recourir a des formules 
d’ approximation. 

Supposons qu’ il s’agisse d'évaluer-l’intégrale 


fore dx =—S, 


ou laire de la courbe » = f(x). 

La formule d'Euler (746) offre un premier moyen d’ob- 
tenir une valeur approchée de cette intégrale. On peut 
aussi, 4 l’aide des formules d'interpolation, remplacer 
f(x) par une fonction entiére du n*”* degré que l'on 
inlégrera, ce qui revient a remplacer la courbe y = f(x) 
par une parabole du n*"* degré qui an +1 points com- 
muns avec elie. On peut encore prendre une suite de para- 
boles du-second degré, et remplacer les parties corres- 
pondantes de I’aire cherchéc par celles de ces paraboles. 
C’est cette derniére méthode que nous allons développer. 


731. Partageons Vintervalle X — zr, en un nombre 
pair, 7, de parties égales. Par les trois points de la courbe 
(Lo, ¥o), (ti +h, y.), (2+ 2h, 72), faisons passer 
une parabole du second degré doot !’axe soit paralléle a 
axe des y, ce qui est toujours possible, comme on 
sait. Désignons par 2 l’abscisse comptée a partir du 
pied de la premiére ordonnée. L’équation de la para- 
bole sera 

y=A+B2a+ Cz!, 
et nous aurons 


You A, yr = A+BA4+Ch, yy, =A+2BhA4+4CA}3, 
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et ensuite, 


2h oh 
f ydz = > (34 + 3Bh + 4cn) 
(¢) 
h 
= 3 (A+ 4A+4Bh + 4CA? + A+ 2Bh+ 4Ch?); 

par conséquent, 

. ah A 

{ yds= 5 (yet 4ri +71). 

0 


On opérera de Ja‘méme maniére sur les autres parties 
de l'aire, et.]'on aura une valeur approchée de cette aire 
en faisant la somme de ces parties, savoir : 


h hk, 
get An +7) + 5 (72 + 4 +0) 
h h 
+ (ret Aye t tet ; (Yar + 4In-1 +a)» 
ce qui revient a 
h 
S SSL ret aM ebe teat A tI ted} 


~ Cette formule est due 4 Thomas Simpson. 
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CALCUL DES VARIATIONS. 


——P Oe a= 


CINQUANTE-NEUVIEME LECON. 
VARIATION D'UNE INTEGRALE DEFINIE. 


But du calcu) des variations. — Définitions et notations. — Théorémes sur 
la permutation des signes d et ¢, f et d. — Variations d’une intégrale 
définie f Vdr. — Cas ou V ne dépend pas des limites. — Cas ot V 


contient deux fonctions de x. — Cas ot V dépend des limites. 





BUT DU CALCUL DES VARIATIONS. 


752. Dans les questions ordinaires de maximum et de 
minimum, on donne la forme d’une fonction d'une ou 
de plusieurs variables, et l’on cherche les valeurs parti- 
culiéres qu'il faut attribuer 4 ces variables pour que la 
valeur de la fonction diminue ou augmente lorsqu’on mo- 
dific trés-peu ces variables. Dans le calcul des variations, 
on considére une intégrale définie 


hl dy dy 
I f(s, J» dz’ a") 


qui renferme sous le signe f une variable x, une fonc- 


tion inconnue y de cette variable, et quelques-unes de 
ses dérivées, et il faut trouver pour y une fonction f(z) 
telle, que cette intégrale ait une valeur plus grande ou 
plus petite que si l’on remplacait f(x) par une fonction 
d'une forme tant soit peu différente. On voit en quoi les 
nouvelles questions se distinguent des questions ordi- 
naires. Ce n’est pas une ou plusieurs valeurs particuliéres 
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qu'il fant déterminer, mais la forme d'une certaine fone- 
tion inconnue, ou la valeur de y en fonction de zx. 


733. Plusieurs problémes de géométrie conduisent a 
chercher le maximum ou le minimum d’une intégrale 
définie. En voici un-exemple: Etant donnés deux points 
C et D, trouver une courbe plane CMD telle; que la sur. 
face de révolution engendrée par le mouvement de cette 
courbe en tournant autour d'un axe Ox situé dans son 
plan, soit un maximum ou un minimum. 


Fig. 126. Soit § Ja surface : en posant 
y »_? OA =-x,, OB =-27,, on aura 
c (I, 442) 
tod 
’ saan fy Far. 
_ x, dx 
VU A P sB » 0 


Il faut donc trouver une fonc- 
tion dex, y =f (x), telle, que Vintégrale précédente ait 
une valeur plus grande ou plus petite que toutes celles 
qu'on obtiendrait en modifiant infiniment peu la forme 
de la fonction f(x). 

754, La marche a suivre pour résoudre ccs nouvelles 
questions différe peu de celle qu’on a déja suivie dans les 
questions ordinaires de maximum et de minimum. On 
suppose connue la fonction cherchée : on la fait varier 
infiniment peu, et on exprime que Ja valeur de linté- 
crale augmente si cette intégrale doit étre un minimum, 
ou diminue si elle doit étre un maximum. Mais pour 
arriver a ce résultat il faut trouver les accroissements ou 
variations de y et des quantités qui en dépendent, quand 
on change la fonction de x qui exprime y. 


DEFINITIONS ET NOTATIONS. 
755. Soient 
y= f(x) 
I’équation d’une courbe CMD, et . 
y = F(x) : 





is - 


- 
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P’équation d’une autre courbe C’ND’ qu’on obtiendrait 
en faisant varier extrémement peu la fonction f(x). Sil’on 
appelle dy laceroissement de l’ordonnée MP quand on 

Fig. 127. _ passe a la seconde courbe, |’ab- 
scisse restant la méme, on aura 


dy — NP — MP, 
ou 
dy F(x) — E(x). 





Cette différence dy est ce qu’on 
nomme la variation de Yordonnée ou de la fonction. 

On voit par la que la différentielle est Paccroissement 
de Pordonnée quand on passc du point M a un point infi- 
niment voisin sur la méme courbe, tandis que la variation 

_est l’aceroissement de cette méme ordonnée quand on passe 
du point M 4 un point infiniment voisin sur une courbe 
infintment peu différente de la courbe donnée. 


756. On raméne les variations aux différentielles en 
regardant y comme une fonction de x et d'un parameétre 
arbitraire ¢. Soit 

x= 9(2, 0), 
et supposons que 9 (.r, £) devienne f(x) pour une cer- 
taine valeur de ¢, et que pour une valeur peu différente, 
t+d4, cette fonction devienne (x). En appelant dy 
l’accroissement infiniment petit de y, lorsque ¢ recoit 
Paccroissement ot, on aura 


‘a 
éy = a ae. 


Si, au contraire, f reste constant, on a 


Ainsi dy et dy sont les différentielles d'une méme 
quantilé; mais dy est la différenticlle de y considérée 
comme fonction de t, x restant la méme; tandis que dy 


284 COURS D ANALYSE. 


est la différentielle de y considérée comme fonction de x, 
tne changeant pas. 


757, Il est souvent nécessaire de faire varier, a la fois, 
x ety, quand on passe de la courbe proposée 4 la courbe 
_infiniment voisine. On représente alors par ¢x et par dy 
les accroissements, d’ailleurs arbitraires, de ces deux 
variables. On peut, sans établir de liaison entre ces ac- 
croissements, regarder x et y comme des fonctions d’une 
variable indépendante u, et d’un certain paramétre £ : soit 


r= 9(u, t), y=V(4, t). 
On supposera que pour une valeur particuliére de f, 
par exemple t= 0, y devienne une ¢ertaine fonction 


de x, f(x) et que x devienne une fonction quelconque 


de u, f(u). On aura donc 
g(4,0)=f(u), (4,0) =f[/(4)]}. 


En faisant ensuite varier t d’une maniére continue, & 
partir de o, la forme de la fonction de x, représentée 
par y, changera insensiblement. 

Pour avoir les variations de x et de y, on multipliera 
par 2¢ les dérivées de 9(u, t) et de )(u, ¢) par rapport 


at, et l’on aura 


. __ (49 __ (4¥\ 4... 
tx = (St) ae, ty = (FB) aes 


- au lieu que, si laissant 4 ¢ une valeur constante on faisait 
varier u, On aurait 


de _ dy 
dx = qa du, dy= Tu du, 


758. Lorsque x et y prennent les accroissements 0x 
et dy, toute fonction U, qui dépend dex, dey, et d’une 
ou de plusieurs dérivées de y par rapport a x, prend un 
accroissement correspondant QU. On appelle variation 
de U la partiede AU qui ne dépend que des premiéres 
puissances des variations ¢x et dy. 
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Or, d’aprés la formule de Taylor, on a 





AU = ote + Say 
+— Us ZU tady + ap |e. 
On aura donc 
dU dU 
U= tte dy. 


Si l'on considére x et y comme des fonctions d'une va- 
riable indépendante u et d’un paramétre f, on aura 


dU 
aU = 7 dt, 


= désignant la dérivée par rapport 4 t, de U considérée 


dy 
d — 
. dy dz : 
comme fonction de x, y, =~» 5—»-++» et ces derniéres 


quantités comme fonctions de t. 


759. On appelle variation seconde d'une fonction U 
la variation de dU : on Ja désigne par 0*U. La variation 
de cette derniére est appelée variation troisiéme de U et 
se désigne par d°U, et ainsi de suite. 


THEOREMES SUR LA PERMUTATION DES SIGNES 


der 2, fer. 


760. La variation de la différentielle Pune fonction 
de x est égale & la différentielle de la variation. 


En effet, on a (758) 








ee atl 
8dU = —— dust, ddU= — Sedu. 
Donc 


ce qu'il fallait démontrer 





Peeves eS oe <a ve 


et généralement 
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761. On conclut de la 
é.d?U — d@.dU, 
puisque 
é.d?U =ddidU =d.ddU = d.d.sU; 
d™d*U = d"d"U. 
762. On peut aussi intervertir Vordre des signes 3 
ef f- 


En cffet, soit 


7, 
u={ Vdzx; 
x 


soienl tt) et uv, les valeurs de la variable indépendante u 
qui correspondent aux limites x» et 2, :.on aura 


z, u, ‘ 
{ Vasc = f{ V iad du. 
. x, te du 


Supposons maintenant que ¢ se change en ¢+ 0c: il 


viendra 
uy, 
sU=8 f{ ve au. 
a, du 


Puisque les limites u, et u, sont indépendantes de la 
variable ¢ 4 laquelle se rapportent Ics différentiations 
indiquées par la caractéristique ¢, on peut différentier 


sous le signe f » ce qui donne 


sU == a(v =) du; 


du 


mais u ne variant pas avec ¢, on a 


dx __ (Vaz) 
(v5) = du 








et si l’on opére l'intégration par rapport a x, il en 





CINQUANTE-NEUVIEME LECON. 287— 


résultera 


vx, 
dU =| 6(Vdr), 


tf “vas =f '3(Vadr), 


ce qu'il fallait démiontrer. 


ou bien 


VARIATION D UNE INTEGRALE DEFINIE. — CAS OU LA FONCTION 


SOUS LE sient [ne DEPEND PAS DES LIMITES. 


763. Proposons-nous de trouver la variation de Vin- 


tégrale définie 
u=| ‘Vde, 


ou V désigne une fonction quelconque de x, de y ct d'un 
certain nombre de dérivées de y prises par rapport a x. 
Pour simplifier, nous supposerons que le nombre de ces 
dérivées se réduise a deux : soit 


dy 
d dx 
V=f(2,7,P.7)s p=) I= 7° 


D’aprés le théoréme démontré (762), on a d’abord 


(1) éU = [ 'avar) 


Mais 
6.Vd2=3V.dzx+V.ddx—s8V.dr3+V.déx. 


Or, on a en général 
[Vase=Vee — |JdzdV. 


Done, si (Vox), et (Vex), désignent les valeurs de Vox 


en ee ee ee TE eee 
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qui correspondent a x = x, ela x= X,, et si l'on pose 
pour abréger, 
(Védx)) (Vez), — (Ver), 
on aura 


(2) f "Wddr = (Vex)! — J " gad V, 


Substituant cette valeur dans l’équation (1) qui revient a 


z, . 
éU =[ (¢Vdz +-Vdér), 
x, 
il en résultera 


(3) sU = (Vex)! +f "(avde— S2dV). 


Par cette premiére transformation, la fonction V n’entre 


plus sous le signe f que par sa variation et par sa diffé- 


rentielle. 


7164. Posons maintenant 


dv 
(4) M=-— N=—, P— ’ Q= a? 


dV = Mdz + Ndy + Pdp + Qadq, 
dV —Méz+Néy+ Pip + Qéq. 


Portant ces valeurs dans I’équation (3) et remplacant 


dy dp d “poo 
=e _ = par Pp, 93 7, il vient 
dU=— (Véexr)) 


(5) + { “IN(8y—péx)+P(8p—qix) +-Q(8q—réz)]dz. 





On voit que la fonction V n’entre plus sous le signe d’in- 
tégration. 
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765. Pour simplifier encore cette expression, posons 


(6) _ o=mty—péez, 


w représentant la différence des ordonnées qui corres- 
_ pondent, dans les deux courbes (755), a l’abscisse x +- dx: 
on aura 

deo —ddy — pléx — dps, 
ou 

dw —ddy — pdda — dpé.xr. 


Mais, & cause de dy = pdx, ona 


dy = pédx +- d pdx — pdéxz + dpdz, 


donc ° 
dw = dpdxc —dpéz, 
dot 
da 
(7) Pp PP 98%. 


On trouvera de la méme maniére 
(8) —- =—dq—réz. 


L’équation (5) prend donc la forme 


(9) tf "vae=(Vae), + (No + PSE + QT2) de. 


766. On peut encore simplifier le second membre de 
cette derniére équation, et faire sortir du signe { les 


dérivées de Ja fonction arbitraire w. On a, en intégrant 
par parties, 


dw dP 
[Par =Pa— oder. 
De méme, en indarant deux fois par parties, 
od OQ 
ie que Qs 2+ fo an 


Steam. — 42z., Il. 1g 
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Substituant ces valeurs dans I’équation (g), il vient 


ae . _ dQ de 
i " Vd [va +(P— =) +92 





f" nee 


sont les dérivées de P et 





formule dans laquelle o, “s 


de Q, par rapport 4 x, en considérant y, p, g comme 
lies a x, au moyen de I’équation inconnue y = f(x). 
En posant, pour abréger, 


(11) r= [vax+(p—S?)o +o], 
(12) K=n—- +28, 


la formule (10) pourra s’écrire plus simplement 


4, x, 
x r 


ou bien 


x, z, 
(1) af Vde=r+ f (Key — Kpdz) dr, 


0 ze 
puisque w = dy — pdx. 
767. On peut mettre [ sous une autre forme en rem- 
] tw et 4© ar les valeurs 

plagant w et — p 

o = dy — poe, 
* = = dp— qéz. 
I] vient alors 


r=|[=(-i8)p-erfeee (fh) oe er, 
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CAS OU LA FONCTION V RENFERME DEUX FONCTIONS DE X. 


768. S’il entrait dans V une autre fonction z-conte- 
nant x et quelques-unes des dérivées de z, on obtiendrait 


- 
ee 


x, ° \ 
la variation de { Vdzx par un calcul analogue au pré- 
. Ze . 


cédent. Soit 


dy d*y dz dz 
Ves (nF Gr 5 a) ' 


on aura 


z, x, 
of vas r+ [ (Ke + K’e’) de, 
x x, 


en posant 
de , ds a 
de P? Gat 
dV , ay dV 
dz > dp’ dq =e, 


dz + da? ° 


Quant a la partie désignée par I’, on Pobtiendrait en 
ajoutant a I’ Jes termes qui résultent du changement des 


quantités P, Q, p,..., en P’, Q’, p’,..., dans l’expres- 
sion (11) du n° 766. 


CAS OU LA FONCTION V DEPEND DES LIMITES 
DE L INTEGRATION. 


769. Revenons au cas ou la fonction V ne contient 
qu'une seule fonction de zx, mais supposons maintenant 
quelle dépende des limites x, et x, de l’intégration. Il 
faut alors ajouter & la variation de l’intégrale les termes 


1Q- 
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jui proviennent de la variation de ces limites, savoir : 


“1 /dV dV adv 
éz,+ —d + uv + —d .) 
I (ze oT ay dp ag" 


a LOD ge aye ap, ee  89,) 
. dz, t dy, Tit oh, Pr oa, qi} da. 


Mais comme Oxy, d7¥o,..., 921, F71,-.. sont des con- 
stantes dans l’intégration relative a x, on peut écrire 
sous la forme suivante : 


1dV “dV dV 
tx f Tate tan fe ee ao 


les termes qu’il faudrait ajouter 4 I’. Les intégrales 

7 dV *1dV . . 
— dr, ——dx,..., ne contiennent plus rien 
x, “ye 


qui dépende des variations. 
On compléterait de la méme maniére la valeur de 


af V dz, si V contenait deux fonctions, y, z, avec les. ,; 


dérivées de ces fonctions, et leurs valeurs aux limites. 
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SUITE DE LA VARIATION D’UNE INTEGRALE DEFINIE. 
APPLICATIONS. 


Autre moyen d'obtenir la variation d’une intégrale définie. — Maximum 
et minimum d'une intégrale définie. — Conditions relatives aux limites. 
— Cas ot la fonction V contient deux fonctions de x. — Ligne la plus 
courte entre deux points, — d’un point a une courbe, — entre deux 
courbes. 





AUTRE MOYEN D’ OBTENIR LA VARIATION D UNE INTEGRALE 
DEFINIE, 


710. Les calculs par lesquels nous venons d’évaluer 
Ja variation d’une intégrale définie peuvent étre modifiés 
dans les applications. 

On a, précédemment (762), obtenu la formule 


2, x, 
af Vde= | $(Vdz). 


Aprés avoir remplacé dans V, qui est une fonction de x, y, 
dy 
d-?. 
dx 
dg » On 
prendra la variation de Vdz en considérant x, y, dz, 


. . dy 
p et q, ces deux derniéres quantités par an? 


d . 
dy, d <n comme des fonctions du paramétre t. Le résultat 


contiendra, sous forme linéaire, les variations dx, dy, 
et ddx, ddy,..., ou les différentielles ddx, ddy,.... 


Comme on doit ensuite intégrer par rapport a x, on fera 
sortir du signe f , au moyen de I’intégration par par- 


ties, les différentielles des variations dx, dy, de sorte 
qu'il ne restera sous le signe, que ces variations multi- 
pliées par des quantités qui en sont indépendantes. Le 
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résultat sera de la forme 


e *, 


x x, 
(IT) af Veer f (Héx+ Kéy)dr, 
x 
H et K étant des fonctions connues de x, y et des déri- 
vées de y, mais ne contenant pas les variations de ces 
variables. En comparant ce résultat avec celui qu'on a 


trouvé plus haut (766) 


*, 7; 
(I) rf vieor+ f (Key —Kpée)dz, 
z, tr, 
on en conclura que [ et K doivent étre les mémes dans 
Jes deux expressions, et qu’on a identiquement 
H = — Kp. . 

TTA, Le caleul quia donné Péquation (IL) n’a servi qu’a 
mettre én évidence cette relation. Dans les applications, 
on suivra la marche qui nous a conduit a Ja relation (II), 
sans passer par l’intermédiaire de la quantité auxiliaire w, 
et sans recourir aux formules générales (766). 

Si l'on ne faisait varier que y, on aurait dx =0 et 


x, x, 
rf Veer f Kéy dr, 
x x, 


I’ se déduisant de I, par la suppression des termes qui 
renferment 0 x, et d.r;. 
Si l'on faisait varier x seulement, on aurait 


7, 7, 
af Vader f Héozrdx 
x Ly 


@ vz, 
= vf Kpéxrdz, 


Zz, 


I” représentant ce que devient I quand on y fait dv, =o, 
Oy; = O. . 


772. Les mémes remarques s’appliquent au cas ot il 
entre dans la fonction V une autre fonction z de x avee 





SOLXANTIEME LECON. 299 


les dérivées p’ et g’ de z. On arriverait 4 une équation 
telle que | 


‘f 


z, *, 
Vax =I +f (Héz + Key + K'dz) dx. 
e a) 
Mais la marche suivie pour trouver la relation (II) don- 


nerait encore 


7, x, 
af Var —T +f [K (dy — pdx) + K’(dz — p'dx)|dr, 
x, x, 
et ces valeurs doivent étre identiques. Il faut donc que 
Yon ait 
H=>—(Kp+K’p’). 


MAXIMUM ET MINIMUM D'UNE INTEGRALE DEFINIE. 


773. Proposons-nous maintenant de déterminer a va- 
leur de y en fonction de x qui rendra l’intégrale 


z, 
U =f Vidz 
; x 


un maximum ou un minimum. Pour fixer les idées, sup- 
posons que U doive étre un minimum, et soit y = f(x) 
Ja fonction cherchée. II faut qu’en donnant a x et a y des 
accroissements arbitraires et infiniment petils 0x et dy, 


t, : 
l’accroissement correspondant de Jl'intégrale { Vide 
2 


soit constamment positif, quels que soient les valeurs et 
les signes de dx et de dy. Or, l’accroissement de cette 
intégrale se compose de deux parties. Si l’on pose 


AU = dU + p, ; 


la premiere partie dU renferme les variations dx, dy, 
dp,dq au premier degré, et sous forme linéaire; la se- 
conde partie contient les puissances de ces variations su- 
périeures a la premiére et leurs produits. Quand 6U n'est 
pas nulle, le rapport de p 4 dU a pour limite o. Done, si 
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lon suppose dx et dy infiniment petites, le signe de AU 
sera le méme que celui de dU. Il faut donc, pour que U 
ait une valeur minimum, que Ion ait 0U = 0; car au- 
trement, en changeant les signes des variations dz et dy 
sans changer leurs valeurs absolues, le signe de dU, et 
par conséquent celui de AU, serait changé, et U ne serait 
pas un minimum. Ainsi 
éU=o0 


est la condition du minimum; c'est aussi celle du maxi- 
mun, car la différence QU doit aussi, dans ce cas, avoir 
toujours le méme signe, ce qui ne pourrait étre si la 
variation de OU était différente de o. 4 

La condition dU = 0 n'est pas suffisante pour qu'il y 
ait maximum ou minimum. En effet, d’aprés Ja série de 
Taylor, on a 


aU =8U 4+ —— 2U + — ue... 
1.2 1.2.3 


si dU est nulle, le signe de AU dépendra de celui de 0*U 
pour de petites valeurs de dx et de dy. Par conséquent, 


si 0*U reste toujours positive, lorsque les variations dx - 


et dy changent d’une maniére quelconque, tout en restant 
infiniment petites, U sera un minimum. Si, au con- 
traire, O°U reste négative, quels que soient dx et dy, 
U sera un maximum. Enfin U ne sera ni un maximum ni 
un minimum si d*U peut changer de signe. Mais on est 
souvent dispensé de cet examen par la nature de Ja ques- 
tion qui indique clairement ]’existence d'un maximum 
ou d'un minimum. 


774. L’équation dU = 0 revient a 
(1) r+ ff ‘Keds =o (766). 


Je dis que cette équation entraine les deux suivantes 


(2) r=o0, K=0o. 
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Et d’abord la fonction K doit étre nulle. En effet, sup- 
posons qu'il n’en soit pas ainsi. On peut, pour chaque va- 
leur de x comprise entre x, et x,, changer a volonté les 
valeurs de dx et de dy, qui sont arbitraires, et conséquem- | 
ment celle de w ou dy — pdx, en supposant constantes 
les valeurs de Ox,, O75) OPo, 321, O¥1, Spr, qui sont 
relatives aux limites x, et x,. Mais le terme I’, qui ne 
contient que les variations relatives aux limites, resterait 


constant, tandis que l’intégrale J Kwdx, contenant la 


fonction arbitraire w, ne pourrait pas toujours conserver 
la méme valeur quelle que fat cette fonction w, et par 
conséquent |’équation (1) ne pourrait pas étre toujours 
salisfaite si K n’était pas zéro. 

On peut d’ailleurs établir ce point de la maniére sui- 
vante. Comme o est une fonction arbitraire, en la choi- 
sissant de maniére qu'elle ait le méme signe que K pour 
chaque valeur de 2, si la quantité finie I est positive ou 
nulle; ou qu'elle soit de signe contraire 4 K, si T’ est 


7 ee 
négative, la somme [-+ | Kwdy serait positive dans 
Xo 


le premier cas, négative daus le second, au licu d’étre 
mulle. Il faut donc qu’on ait K= 0, dou résulte aussi 


=o. 
CONDITIONS RELATIVES AUX LIMITES. 


775. Lorsque V ne contient que x, y, p et q, l’équa- 
tion K = 0, ou’ 








. dP 3Q | 
Oy" NT Get ae 
d7Q d’q dy 
est du quatriéme ordre, puisque ——> content 77 OUT 


Il faudra intégrer cette équation, et l’on aura un résultat 


de la forme ; 
y = f(z, C, C’, C”, C”), 





es i 
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contenant quatre constantes arbitraires. Pour les déter- 
miner il faut avoir égard a |’équation 
(2) r—o, 
relative aux limites de lintégration. Mais i] est néces- 
saire de distinguer plusieurs cas. 

1° Si Pon donne les valeurs de x, y, p, g aux deux 
limites, les variations de ces quantités étant nulles 4 ces 
limites, Péquation [ =o est identiquement satisfaite, 
et si l’on représente par f’(x, C, C’, C”, C”) la dérivée 
de f(x, C, C’, C”, C”), on aura 
Yo = f (x, C, C’, C”, C®), 
Po = f(x, C, C’, C”, C%), 
Jy: =f (2x, C, C’, C’, C”), 
pi = f' (x, C, C’, C”, C”), 
c’est-a-dire quatre équalions qui déterminent les quatre 
constantes inconnues. 


(3) 


2° Si l'une des six quantités 15, Yo) Por Lis Y1> Pr 
reste arbitraire, p, par exemple, l’équation =o ne 
sera pas identiquement salisfaite; mais il faudra égaler a 
zéro le coefficient de dp,, et l'on aura |’équation Q, = 0, 
qui, avec les équations (3), déterminera les quatre con- 
stantes et la valeur de p,. 

3° Si l’on avait entre les valeurs de x, y, p, relatives 
aux limites, une équation 


(4) (Tor Yer Por Tix Ki» Pr) =O; 

on différenticrait cette équation par rapport au para- 
métre ¢, et l’on aurait 

dg 


d l ; d 
Bry + - Bert gait | 32 +t 
dz, 


dpo dy; 

En portant la valeur de de tirée de cette équation, 
dans I’équation I = 0, il faudra égaler a o les coefficients 
de dro, 87. Apo, Ox, et dy,. On aura donc cing équa- 
tions qui, réunies aux équations (3) et (4), détermineront 
les dix inconnues C, C’, C”, C”, x0, Yo) Por X41 Y19 Poe 


oy; +5 dp, = —d. 
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Ces exemples suffisent pour montrer comment on de- 


vrait opérer, si l’on avait deux ou un plus grand nombre 
d’équations relatives aux limites. 


CAS OU LA FONCTION V CONTIENT DEUX FONCTIONS DE 2. 


776. Supposons maintenant que la fonction V con- 
tienne deux fonctions y et z de la variable x. On aura 


alors (768) 


, z, 
(1) of Viear+ f (Ko + K'e')dx =o. 
zx z, . 


6 
Cette équation équivaut aux suivantes 
(2) Tr=o, K=o, K’=o. 

En effet, w et w’ sont deux fonctions de x arbitraires et 
indépendantes June de l'autre, et [ne contient que les 
valeurs des variations relatives aux limites de l'intégrale; 
donc, si K et K’ n’étaient pas nulles, en laissant con- 
stantes les valeurs relatives aux limites, on aurait = 0, 
tandis qu'on pourrait faire varier w et w’ de telle sorte 

z, 

que | intégrale f (Kw + K’w’) dx ne fat pas égale a o. 

s t, 
On doit donc avoir - 

K=o0, K’=0o, 
et par conséquent 
r=—o. 

Les deux premiéres équations déterminent y et z en fonc- 
tion de x. La troisiéme sert 4 déterminer les constantes 
introduites par ]’intégration des deux premiéres. 


7177. Nous avons supposé que y et z étaient des fonc- 
tions indépendantes l’une de J'autre. S’il existait entre 
elles une relation 


(1) F(z, y,z)=0, 


les variations dy et dz ne seraient plus indépendantes. 
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On doit avoir, dans ce cas, 


dF dF dF 
dz Pt + a 87 + Geo 





équation que ]’on obtient en différentiant l’équation (1) 
par rapport A ¢, Remplacons dy et ¢z par leurs valeurs 


dy=pizrt+e, dz=—pdr+o’: 


il vient 
dF dF dF J ' ' 

ou 

dy at 4 a ‘Vee a¥ a '=0 

de dy? * de? °° ayo aa 
ou enfin 
(2) Get Gee 

; dy de” 


car on trouve 
aF dF adF I—o6 
dz * ay? ds? , 


en différentiant I’équation (1), par rapport a x. 
De l’équation (2) on déduit : 


dF 
i 
= di ®, 
az 
et, par conséquent, 
dF 
x x, ay 
of ‘Vde=T+ K-K& wodz. 
x, x, dF 
dz , 
Pour que cette variation soit nulle, il faut qu'on ait 
(3) r=o, 
dF _ dF 
(4) K de —K dy — oO. 


Les équations (1) et (4) feront connaitre 7 et s en fonc- 


we Won ee eee oe 





sO 
» = oF a" 
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? 


tion de x. Quant a |’équation = 9, elle servira 4 déter- 
miner les constantes. 


778. On peut aussi éliminer l'une des quantités w, w’ 
au moyen d’un facteur indéterminé. En multipliant par 4 
l’équation 

dF d¥ , 


a” +a"? 


et ajoutant-le produit 4 la fonction qui est sous le signe 


dans l’expression 


x, zx, 
af Vdz =T+ (Ka + K'o’)dz, 
x x, 


of vara f [(«+22)« 
+(K4) 7)” |4e 


On profite de l'indétermination de 4 pour faire dispa- 
raitre w’, en posant 


ona 


dF 
’ an, 
(5) K' +A =03 


et comme , qui reste encore sous le signe | , est tout a_ 


fait arbitraire, il faut égaler 4 o la quantité qui Ja mul- 
tiplie, ce qui donne 


{6) K+ 5 =o. 


En éliminant A entre les équations (5) et (6), on obtient 
Péquation deja trouvée 


K ar K’ —- aF =o. 
dz dy 
779. Ce qui précéde montre la marche a suivre dans 


le cas ou la fonction V contient un nombre quelconque 
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de variables, liées entre elles par des équations données, 
les valeurs des variations qui se rapportent aux limites 
de l’intégration devant satisfaire 4 certaines condilions 
déterminées. Passons maintenant aux exemples. 


LIGNE LA PLUS COURTE ENTRE DEUX POINTS BABS UM PLAN. 


180. On demande la ligne située dans un plan, pas- 
sant par deux points A et B, et qui soit la plus courte 
qu'on puisse mener entre ces deux points. 

Prenons deux axes rectangulaires dans ce plan, soient 
Xo, ¥0 les coordonnées du point A et x,, 7; celles du 
point B. Dans cet exemple on doit avoir 


ef Vv I+ pdx =o 
x, ° 











et (774) 
dP a 
K—N— dz + a 0; 
mais (764) 
N=0, P= Fs, Q == 0. 
vi + p 
Il faut donc qu'on ait 
d P _ 
" (yea )=° 
il s'ensuit 
—P = const., 
ve + p? 
ou, ce qui revient au méme, 
° P= C; 
d’ou 
(2) ry — Cx + C’ 9 


C et C’ étant deux constantes. D’ailleurs, il suffit que 
‘équation K = 0 soit satisfaite, puisque, les valeurs de x 
et de y relatives aux limites étant fixes, les variations 
020, 0¥0, 921, 9y; sont nulles, et, par suite, on a iden- 
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tiquement I‘ = o. La ligne cherchée est donc une ligne 
droite; les constantes C et C’ se détermineront par les 


équations 
Yo Ca,+C', ¥,— Cr, +- CC’, 


LIGNE LA PLUS COURTE DUN POINT A UNE COURBE PLANE. 


781. Soient A et LN le point et la courbe donnés 
Fig. 128. dans le plan xoy; et 


(1) y=¥(2) 
Péquation de la courbe. 

Soit, de plus, AB la ligue la 
plus courte menée du point A a 
un point de la courbe donnée. 
L’extrémité A de la ligne AB est fixe; lautre extrémité 
peut varier de position sur la courbe LN. 

En conservant les notations du cas précédent, on arrive 
encore a !’équation 


(2) y=Cr+C'; 





la ligne cherchée est donc une ligne droite. 
Il faut maintenant déterminer les constantes C et C’. 


Or, on a 
dx, 0, G7,=0, Q=o, 


mais les variations dx, et dy; ne sont assujetties qu’a la 
seule condition que le point (2, +024, 71 +71) soit 
sur la cous be donnée. On a donc 
rs Ji = TES )s 
d’ou 
oy = U(x) 62, 
el, pour que I s’annule, 
. . 621 + pi Oy = 0. 
On en conclut 
I+ p,'(a2,) = 0, 
ou 


(3) 1+ Cy'(2) =0, 
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uisque 
P pC. 
On déterminera ensuite les constantes au moyen des 
équations 
ye Cz, +C’, 14+ Cy (r,)=0, 
7, = C2xr,+C, J. = V(x). 


Il résulte de I’équation (3) que @a ligne la plus courte 
entre un point et une courbe est une droite normale a 
cette courbe. 


LIGNE LA PLUS COURTE ENTRE DEUX COURBES PLANES. 


782. Soient 
(1) | y= 9 (2), 
(2) y =4(z) 
les équations de deux courbes situées dans le méme plan. 
En raisonnant comme dans le cas précédent, on trouve 


Fig. 129. que la ligne cherchée est encore 
une ligne droite, 

(3) y=Cr +’; 

mais la détermination des con- 
stantes ne se fait plus de la méme 
maniére. Dans ce cas 0X9, D7e, 
Ox,, 0), peuvent varier pourvu 
que le point A’(1r9+-0-x9, 9+ 9)’o) reste sur la courbe (1), 
et le point B’(2, + 021, 7; + 07,) sur la courbe (2). 
Mais l'équation T = o (767) se réduit a 





dx, + p.dy, _ OF + Pobye _ 
Vite Veep 
qui se change, comme dans le cas précédent, en celle-ci: | 
(4) dx [1-+ CY(x)] — 8as[1 + Co(x)] =0, | 
a cause des équations | 


Yo=4(%), Nr=Pl(r)e 
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Or, les variations dr, et 0.x, étantindépendantes l'une de 
l'autre, l’équation (4) se partage en deux, 
I+ Cy’ (2,) = 0, 
1+ Co'(x,) =0, 


(5) 


qui, réunies aux suivantes, 
Yo=Or+C, yo or), 
yr C2,4+C, yi =—vd(x,), 
déterminent complétement les constantes C et C’, et les 


courdonnées Xo, 79. 41, 71 des extrémités de Ja droite 
minimum. 

Les équations (5) font voir que da ligne la plus courte 
entre deux courbes planes est une normale commune 
aux deux courbes proposées. 


EXERCICES. 


4. Trouver la fonction qui rend maximum Cexpression 


* z 
f (1- Fy ar) de. 
x, x+y? 
. —_ _ rt 
SOLUTION : y= fa a, 


2. Trouver la courbe qui rend maximum ou minimum Ver- 
pression 
1 


o z, ‘ . sd dy? 2 
2)2 ( s.4. — 
f (2?+ 77) (+35) dx. 


SoLurion : En coordonnées polaires 


r**? cos (n-+-2) (9 — 0.) =U. 


Stcam. — An., Il. 20 
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SOIXANTE ET UNIEME LECON. 
SUITE DES APPLICATIONS DU CALCUL DES VARIATIONS. 


Autre maniére de résoudre les problémes précédents. — Ligne la plus 
courte entre deux points dans l’espace. — Ligne la plus courte sur 
une surface donnée. — Surface de révolution minimum. 


AUTRE MANIERE DE RESOUDRE LES PROBLEMES PRECEDENTS. 


783. Au lieu d’appliquer Jes formules générales, on 
peut opérer directement comme ila été expliqué n? 770. 
Dans les trois problémes qui précédent on doit avoir 


z, 
(t) af dz? + dy? = 0; 


mais en posant ds == fdc* + dy?, ona 


fz, oem ar, . 
[ ade TH = dxrdéxct dy day 
ele ds 


etcomme l’intégration par parties donne 


Péquation (1) prend la forme 


dr. dy dy 
| (Sas + Tay) — (Zaz + Fay) 


(2) | fo (asa E+ aya) = oO. 


Mais de lidentité 
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on tire 
dr hed + dy dy 
— d— — d— = 
ds ‘ ds ds = ds °» 
d’ou 
dz dy dy dy 
—- = — —d—_ = — — 
d ds dx ds P ds 


Donc, pour. que Ja quantité placée sous le signe d’in- 


, . ‘ ; . dr 
tégration soit nulle, il suffit que Pon air a = =, Ou 


d uid = o. Supposons 


dr ° 
(3) ad as —d90; 
il en résulte 
' 
——---= — const 
vi+p? 
d’ou 
_ dy ; 
=< =, 
et | 
(4) xy=Cxr+C, 


équation d'une ligne droite. 


784. Déterminons maintenant les constantes d’apres 
ja nature du probléme proposé. 
1° Si les denx points (29, yo), (X15 1) sont donnés, 
les variations des limites 079, 0), 021, Oy; sont nulles, 
et I'équation P= 0, ou 
dr dy dr dy 
(0 50 6 —(—d2x+- —d =o 
\ ds +s x), (< ds‘? }, , 
est satisfaite identiquement. Les constantes se détcr- 
minent, alors, par les équations 


yeHOrn4+ CC, 7, Cr, +C. 
2° Si le point A (x9, yo) est fixe, et qne Vautre point 
B(x, 71) doive se trouver sur une courbe donuée, 


(9) y=Y¥(2), 


20. 
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on a 
OL, = 0, Ov, — O» 


et I’équation T =o se réduit a 
dx, Ox, + dy, ay, — Gy 
dot 
anon g, 
dr, da, ° 
donc la droite (4) est normale a la courbe (5), car 
ys == (2,) donne dy, = f'(41) 027, et, par suite, ona 
1+ CW’'(2,) = 0. 
Les constantes C, C’ et les coordonnées du point ex- 
tréme B sont déterminées par les équations 
yeoa—Cr,+C’, 14+ C(x) =O, 
xy, —Cz, -+- C’, Ji =(z,)- . 
- 3° Enfin, si Jes deux points A et B doivent se trouver 
sur deux courbes données 
(6) y=o(z), yHr(z), 
on aura | 
TiHVl(2, Fol), 
ce qui donne | 
dy, p(x jez, 
dy, = 9 (ry dxr,. 
L’éyquation [ =o se réduit alors a 
[dx, + dy, b'\2,)] dx, — (dx, + dy 9'(x)]a7,=0 


else partage en deux équalions : 


dy, ’ 
dz, ¥ (z,) = 0, 
dy 

+ ap, F(t) =e, 


parce que O.re et 0.x, sont des quantités indépendantes, 
et arbitraires. Ces deux équations montrent que la droite 
cherchée est normale aux courbes données. 
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Les constantes C et C’, les coordonnées x9, ¥55 X15 74 
des extrémités de la droite minimum sont déterminées 
par les six équations 


yo Cz,+C’, JYo=9 (2%); 1+ Co’(xr,) = 0, 
yi Cx, +C’, yi=V(x), 1+ CY'(7,) =o. 


LIGNE LA PLUS COURTE ENTRE DEUX POINTS, DANS L’ ESPACE. 


» 


185. Jusqu’a présent nous avons supposé que les lignes 

Fig. 130. considérées étaient situcées dans 
un plan donné. Cherchons main- 
tenant quelle est, dans |'espace, 
la ligne la plus courte unissant 
deux points A et B. 

Soient 29, 70, Z» les coordon- 
nées du premier point, et X14, 74, 
z, celles du second, La longueur 
del’arc AMBscerareprésentce par 


fev (a) (2) 





Nous aurons donc . 
Vdzr = dz? + dy’?+ dzi=ds, 


_ daddr + dy déy + ladda. 
ds 


d’ou 
OViddex 


et par conséquent, en intégrant par partes : 


*s ae dy dz 
af Vdz = (Gee+ a” a ea) 


/ 
(1) -(= br ~ dy + Fas] 
6 
z, 
-{ oval wtyet 402 as). 


II faut maintenant égaler 4 o l’expression placée sous le 
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signe fe et comme les variations dx, dy, dz sont indé- 


pendantes et arbitraires, on aura 


dx dy dz 
d— = d—_— = i—- = oO. 
(2) ds Os ds or 4 ds ° 
Mais, ces trois équations se réduisent a deux distinctes. 


En effet, de Pidentité 


dct dy? = d# 


deta ba! 


on tire 
= 4 Fa + aS 0; 
donc si l'on a ag= o, ad oy o, il en résultera 
dz 
d= Oo. 
Des équations , ih 
apr VG =O, 


on lire, par une premieére intégration, 


d dz 
oF a, —-—=a@, 
ds ds 
ou, ce qui revient au méme, 
d dz 
v= ec, —-=ce’, 
dz ds: 
et, en intégrant de nouveau, 
(3) Yoert+C, z= e’t#+C, 


équations d’une ligne droite. 


786. Pour déterminer les constantes c, C, c’, C’, ib 
faut distinguer plusieurs cas. 

1° Si les points A ct B sont donnés, les variations 
Oxo, O70, S29, 9X1, Oy1, Fz, sont nulles, et Iéquation 
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I’ = o est satisfaite. Les quatre constantes se déterminent 

en substituant les coordonnées des points A et B dans les 
équations de la droite. 

2° Supposons que les points A et B doivent se trouver 

sur deux courbes IK, LN, ayant pour équations, la pre- 


miere : 
(4) yY=o(r), z= (2), 
et la seconde : 
(5) yor), 2=Y¥(z); 
léquation I’ =o, formée au moyen de }’équation (1), 
donnera a b a 
— —dy + —ész])—0, 

6: ( d “« 4 ) Oo 

(Ge by + — as) = 0. 


En effet, appelons da, et do, les deux arcs infiniment 
petits AA’ et BB’, situés sur les courbes données; A’B! 
étant une courbe quelconque infiniment voisine dc la 
droite AB, on pourra mettre [ sous la forme 


dz da dy éy dz bz 
| r=ee, (F oo e+ ER). 


(7) | _ a, (3 dx dy dy + dz 4 


— ~~ — 


ds 80’ ds 80 ds de 
Les facteurs placés entre parenthéses ont des valeurs 
finies, car ils représentent les cosinus des angles que la 
droite AB fait avec Jes courbes aux points A et B. Comme, 
d’aiJleurs, da, et dg, sont des quantités indépendantes 
Pune de Pautre, on voit bien que |’équation I = o en- 
iraine les suivantes : 
de dr dy dz 3z 
(F tais ta He) =o 
(= dx -dy dy = dz | 
—_— =o, 
je 


ds 3c ds 30 ds be 
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et ces équations, qui so1.t au fond les mémes que les 
équations (6), expriment que la droite AB est normale 
aux deux courbes. 
A cause des équations (3), on a 
dy dz 
ae Cy i °? 
ct, puisque les extrémités de Ja ligne AB doivent rester 
sur les courbes (4) et (5), on aura 
dy, = o'(2,) é2x1, 
32, = W'(2,) o2,, 
By. = 9 (25: 9%, 
dZ, — y’ (70) éx,. 
Les équations (6) peuvent donc se mettre sous la forme 
- _b+ed'(2,) 4+ c 8 (z,) = 0, 
1+ cq’ (z,) +c O(2,) =0, 
et, réunies aux huit équations suivantes, 
JYomecut+C, yraerz,4+C, 
zea, t+C, 2, =c2,+C, 
JYo= 9(2)> “y, = O(4,), 
Z, = (4), z,== ¥(2,), 
elles forment un systéme de dix équations propre a dé- 
terminer les quatre constantes et les six coordonnées des 
points extrémes de la droite. 
3° Supposons que les points A et B doivent étre sur 
deux surfaces données. On pourra encore mettre I° sous 
la forme (7), en appelant 07, et do, deux ares infiniment 
petits AA’, BB’, situés sur les deux surfaces; et comme les 
déplacements des pvints A et B sont indépendants l'un 
de l’autre, on aura encore 
dx dr dyé dz d3 
—_—_ — + a4 J — O,° 
ds doa ds da ds oa /, 


dz da dy dy +. dz dz\ 
(5 dc  dsdc ds i) = 


pre 
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La premiére équation exprime que la droite AB est nor- 
male a une courbe quelconque située sur la premiére 
surface et passant par le point A: donc la droite AB est 
normale a la premiére surface. Cette droite est, par la 
méme raison, normale 4 la seconde surface. 

Les constantes et les coordonnées des points A et B se 
détermineront comme dans le cas précédent. 


LIGNE LA PLUS COURTE SUR UNE SURFACE DONNEE. 


187. Soit . 
(t) — F(a, 7,2) =0 


Wéquation d’une surface courbe; proposons-nous de 
trouver la ligne la plus courte AMB que l'on puisse tra- 
cer sur cette surface entre deux de ses points A et B. 

Soient x9, 7, Zo les coordonnées du point A, et 2, 74, 
z, celles du point B. 

Toutes les courbes que l’on doit comparer étant sur 
Ja surface (1), les variations des coordonnées doivent 
satisfaire a | équation | 

dF dF dF 


{2) dz ot + 7, 89 + | ft =o. 


L‘une des conditions du minimum est 


dx dy dz 
Mais de l’équation (2) on peut tirer la valeur de dz, et 


Ja porter dans l’équation (3), qui devient 


dF dF’ 
dx dx ,dsz dy dy dz 
3 od hs a A bene ee 
| Fas — ap sas | +87 | ae — ae tas |= 
dz dz 


et cette équation, a cause de l’indépendance des variations 
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dx et dy, revient aux deux suivantes 


dF 
de dxc as 
d7, aE a ’ 
dz 
(4) IF 
dy dy ,dz | 
ds dF “ds °° 
dz 


ce qui fait, avec P’équation de la surface, trois équations 
pour déterminer les deux fonctions y et z. Mais on doit 
observer que l’une des équatious (4) est une conséquence 
de l’autre et de l’équation (1). En effet, on tire des équa- 


tions (4) 


“th “as “a 
aT dF d¥° 
dc dy ds 


ov bien, en désignant par dA la valeur commune de ces 
trols rapports, 





dr dF 
d—_= 
ds Lr ai, 
dy dF 
ds = a di, 
dz dF 
d ds — 7 t: 
Ajoutons ces équations, aprés les avoir multipliées res- 
ectivement par A no on 
Pp pare as? ds: us aurons 
fdr at x uw dy dz dz 
— d— 
| ds ds aa os ds ds 
(5) 
dF ot d¥ d dF ds dd 
tr dy yor dz ds 


Or, le premier membre est nul, puisqu’on Vobtiendrait 
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en diilérentiant équation 


dx? dy? — dz? 


ds?" ds? — ds? 


=I! 


° 
9 


. da) . 
le coefficient de 7s? dans le second membre, est aussi nul 
cf 


a cause de léquation (1). Done Véquation (5) est une 
identité. Par conséquent, l'une des équations (1) et (4) 
est une conséquence des deux autres. II suffira de consi- 
dérer deux de ces équations, pour que la ligne cherchée © 
soit déterminée. 


788. Les lignes les plus courtes sur une surface sont 
nommees lignes géodésiques de cette surface : elles jouis- 
sent de celle propriété que tous leurs plans osculateurs 
sont normaux 4 Ja surface. En 
effet, soit K le centre de cour- 
bure de AMB au point M. La 
droite MK fait avec Ices axes 
des angles dout les cosinus sont 
proportionnels a 


Fig. 131. 


dx dy dz 
d—,-da—~ —-s 
(6) ds ? ds ? as 





D'un autre cété, la normale 4 la surface, au point M, 
fait, avec les axes, des angles dont Jes cosinus sont pro- 
portionnels a 

dF dF dF 

dz’ dy’ dz 
Mais, d’aprés les équations (4), ces trois dérivées sont 
proportionnelles aux quantités (6). Donc les angles for- 
més par les deux droites avec les axes sont égaux, et la 
normale a la surface a méme direction que le rayon de 
courbure, ou, en d'autres termes, le plan osculateur en 
un point quelconque M d’une ligne géodésique est nor- 
mal a la surface. | 

Les constantes se détermineront comme dans le pro- 
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bléme précédent, et lon verra de la méme maniére que 
sila ligne cherchée doit aboutir & deux courbes données 
sur la surface, la courbe AMB les coupera a angle droit. 


789. 11 convient d’observer que la propriété d’étre la 
ligne la plus courte entre deux points quelconques d'une 
surface peut n’exister que sur une certaine portion d'une 
courbe, Par exemple, sur la spbére, le plan de tout 
grand cercle (qui est en méme temps son plan osculateur) 
est normal a Ja surface. Mais la propriété du minimum 
appartient seulement aux arcs de grand cercle moindres 
qu'une demi-circonférence. 


SURFACE DE REVOLUTION MINIMUM. 


790. Etant donnés, dans le méme plan, deux points A 
et B, ct une droite CD, trouver une courbe AMB, située 
dans ce plan, et qui, entournant autour de CD, engendre 
une surface de révolution dont laire soit la pius petite 
possible. | 

Prenons pour axe des x la droite CD, et pour axe 
des y une perpendiculaire a cette droite. Soient 19, 7o 
les coordonnées du point A, et x, 7; celles du point B. 
La surface engendrée par AMB étant représentée par 


4, 
QT f y ds, la question proposée revient a chercher le 
Xo . 


z, 
minimum de f yds. Or, ona 
x 


x, x, 5 . 
af yas= ff ayds= ff (oy ds + yéds); 


ds? — dx* +- dy?, 


dsids = drédzr+dyétdy =drdtr + dydsy; 


Yr, xr, 
af yds =f (ayas +y Ede +y “y diy) 
ay r 
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et, en intégrant par parties, 
dy \ dx dy . 
Bf yds = (> ya bey ds iy) — (9 Ger y S y) 


rs ax dy N 
— dbadl(y---) +6 a( o) 3 as |. 
r | (y i) y Yas y 


I] faut égaler a zéro la quanuté placée sous le signe [ 


dans le second membre, ce qui donne 


(1) | a(rZ)=o, 
(2) is—d(y 7) = 0. 


Mais la seconde équation est une conséquence de la pre- 
miére. En effet, on a ideutiquement 


trz)=[#-40a) | 


car cette équation revient 4 


dx dz dy ydy _ 
ds a(y 3) — ds + far — 0s 
ou 


dr? dy? dx: dz dy dy 
y (+P )-aty(Zaee + as (as a) = 0, 


cons¢quence des équations 


* dx? dy? 
ds? ' as? " 
dx ag dy PA 


ds “ds * ds ds 
ll suffit done de considérer }’équation (1), qui donne 


da 


IR ~° 


d’ou 


ee ee 
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ct, en résolvant par rapport 4 dr, 


d 
dx = ——_.. 
Vyi—e 








L'intégrale de cette équation est 


; (z+¥r— =) 
x—c=cl{(2~*" — }, 


ec 


d’ou |’on tire 





(3) =e’ +e ©), 


équation d’une chainette (574, 2°). 

Les constantes c et c’ se déterimipnent comine dans 
exemple précédent. Si l'on fait passer axe des y par le 
point le plus bas de Ja courbe, on a c' = 0, et 


(f.¢% 
‘== = e+e z), 
J 3 


Si les points A et B, au lieu d’étre fixes, devaient se 
trouver sur deux courbes données, on obtiendrait encore 
une chainette normale a ces deux courbes. 


EXERCICES. 


4. Plus courte distance de deux points sur la surface d’un cy- 
dindre. 


So.LuTion : Courbe faisant avec les yénératrices un angie constant. 


2. La ligne minimum sur une surface deéveloppable se trouve 
par la quadrature. 
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SOIXANTE-DEUXIEME LECON. 
SUITE DES APPLICATIONS DU CALCUL DES VARIATIONS. 


Brachistochrone. — Remarques sur l’équation K =o. — Maximum ou 
minimum relatif. — Problémes sur les isopérimétres. 


BRACHISTOCHRONE. 


794. Prosrime. — Etant donnés deux points A et B, 
trouver la courbe AMB que doit suivre un point pesant 
pour aller du point A.au point B dans le temps le plus 
court possible. Cette courbe s’appelle brachistochrone, 
ou courbe de plus vite descente. 

Prenons une verticale quelconque pour axe des z, et 
deux axes rectangulaires Oz et 
Oy dans un plan horizontal 
A y quelconque. Si!’on suppose que 

le mobile soit parti du point 


Fig. #332. 


. “ A (.%0, 79) Zo), Sans vitesse ini- 
a P . . 

tiale,on aura, endésignant par V 
sa vitesse au point M(x, y, z), 





(1) V7 = 2¢(4 —7,). 


Mais s étant l’are parcouru, et ¢ le temps écoulé, on a 


valenr qu’il faut prendre positivement, parce que are 
augmente continuellement avec le temps. Il en résulte 
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d’ou 
I ds 
a= — 
vag fr—-r 
On aura donc, en nommant T le temps nécessaire pour 
parcourir l’arc AB, et x, l'abscisse du point B, 


(2) T= —=s 


Il faut maintenant chercher Ja variation de l’intégrale 


z, ds 


v7 
L, yr —— Vo 








En posant 


x= 


3 





> i & Hy 
on aura . 


af x ds = [ @Xds+ Xbds) 


(2 — 24) “7 (da — dz, ); 


Mais 


aX ——- 
2 


d’un autre cété, 





dx dy dz 
éds — 7 dort 7, 29) -+ 775 493: 
Mettant ces valeurs dans léquation 


(3) a [ Xas= O, 


' 3 
tx f (2-2) ds 
I -3 _[de dy dz 
— {| ste—s9 Beds —x(Fdde+ Tddy+ Fads) [=o 


Intégrant par parties, et faisant sortir du signe | les 
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différentielles des variations, on a définitivement 


‘ 2 
“S. | axa(x5 a) + ay a(x) + 82d(x 7) 
ds | ds 
1 3 
+ = dxr(x2— 2) as | = 0. 


Pour que la quantité placée sous le signe f dans la 


seconde intégrale soit nulle, il faut égaler a o les coef- 
ficients des variations Ox, dy, dz, ce qui donne 


| s da _ 
(4) 3 (e— a) 7 ds+ a(x =) ~% 
(5) d(x) =o, a(xZ) =o. 


Les deux derniéres équations sont suffisantes; car ona 
identiquement 


dz ax dr dy dz dz 
a(x) + a 4(xZ)+ n1(xZ)= ax, 


puisque 
dx* -+- dy? + dz? __ 
cls? ~ 


Mais 


aX —— 1 —e m 


)2 





(2 — 2, 


On aura donc, en ayant égard aux équations (5), 


dx dx ! dr \ 
ds a(xF ds =) = 2 3” 


Cest-a-dire l’équation (4). 
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On tire des équations (5) 











. ne a 
X Ws Cc, xX 7 C; 
Ou 
. 1 dy 1 dz 
6 —. = C — C': 
(©) ir — 2X, ds ° Vz — a, 4 
d‘ot l'on déduit 
dy C 
dz Cc’ 
cl 
C ; 
(7) y= Cc 2+C", 


792, Cette équation montre d'abord que tous les points 
de Ja courbe sontdans un méme plan vertical. 


En remplagant ds par Jd? + dy* et C par 7 pour 
a 


Vhomogénéité, on déduit de la premiére des équations (6) 


Zt — Ly 
dy dx —__—— 


Si l'on prend le plan de la courbe pour plan des xy, et 
le point de départ A pour origine des coordonnécs, on a 
x, = 0, et l'équation différentielle de la courbe se ré- 
duita 


» A 


(8) dy—da 





a— Lr 
La cycloide représentée par cette équation a un point de 
rebroussement au point A, sa base est horizontale, et le 
diamétre de son cercle générateur cst égal a a. 
En intégrant Péquation (8), ona 
aor 


1 —————$_—_$—_—__= 
Y= 5 are cos ———— — Vax -- x, 
a 


On déterminera la constante a, c’est-a-dire le diametre 
du cercle générateur, en exprimant que la courbe passe 
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par le point B(x. 7,). On peut aussi obtenir ce diaméire 
par la construction suivante. Décrivons ane cycloide quel- 

Fig. 133. congue ayant son sommel au 
point A et pour base A/; soit 
5 le point ot AB rencontre cette 
courbe. A cause de la similitude 
des deux cycloides, c et C étant 
les centres des circonférences gé- 
nératrices qui correspondent aux 
deux points 5 ct B, les triangles ABC, Ade sont sem- 
blables. Or, les points 5, Bet c étant connus, il suffira 
pour avoir le centre C de mener BC paralléle a be juequ'a 
la rencontre de Ac prolongé. 





Le temps employé par Je mobile pour aller du point A. 
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rigine des coordonnees au point A. Ou aura donc, d'aprés 
léquatian de la courbe, 


T= “ae =/5 arc cus — =" (1, 330). 
2g QAL— 2? 


793. Supposons maintenant que les deux points A et B, 
au lieu d‘étre donnés, soient assujettis a se trouver sur 
deux courbes données CD, EF. On obtient encore une 
cycloide AMB, située dans un plan vertical. Pour déter- 
miner les points A et B qui fixent sa position, il faut 
recourir 4 l’équation générale I'= 0, qui est, dans ce 


cas (791), 
dx dy dz 
‘dr dy _ dz 7 7 ds _ 


r— .x,) 


Comme les déplacements des voints A et Bsur les deux 
21. 


a kad (791), en prenant l'o-- 


: . a 
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courbes sont indépendants ]’un de !’autre, on a d’abord 





dr dy, dz | 
(1) [x (5 tr 4 Za, + Faz) | =o 
| Cette équation exprime que le cosinus de l’angle TBU est 
: Fig. 134. nul, BT et BU étant les tan- 


gentes menées par le point B 
aux deux courbes EF et AB: 
donc la cycloide AMB coupe la 
courbe EF a angle droit. 

Il faut maintenant égaler 4 0 
le reste du premier membre de 
Péquation I = 03; mais, aupara- 
vant, ou peut simplifier cette équation. En effet, on a, 


pour tous les points de la courbe AMB (791), 











f rn L. 
aa x yi =0, 
ds ds 2 ; 
(a — te) 
ou 
; l 
a(x dr) +_S _—o; 
ds 2 ; 
’ (x — 2,) 





Ty ds dx dz 
f 2 =—(x Te) + (X z). 


Substituant cette valeur dans ]'équation I‘ = 0, elle se 
réduita 


dx dy dz 
(2) (x a) ote (x3) a+ (x2) t=o. 


Cette équation peut étre rendue symeétrique par rap- 
port aux variables. On a trouvé (794), CetC’ étant deux 


constantes, 
dy 


Xo. C, x =C'; 


dz 
Ss 


d. 
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dy _ dy dz __ “\ 
(xZ)=(%F)o (x2) =(*2)- 


L’équation (2) devient alors 


dx dy ; . dz -_ 
(x ae +- (x a) ay, + (x =) oz, =o, 


et, en divisant par X,, facteur commun, 


da dy de _ 
(3) () ant (Z) an + (Z) ta=o, 


Cette derniére équation exprime que la tangente a la cy- 
cloide au point B est perpendiculaire a la tangente menée 
a la courbe CD par le point A. 

Les constantes et Jes inconnues Xo, Yo; 20; 115 J's) 21 
se détermineront comme dans les cxemples précédeunts. 


donc 


REMARQUE SUR L INTEGRATION DE L EQuarion K = o. 


794. Crest ici le lieu de placer quelques observations 
~ relatives a l’équation différentielle 


dP aQ 


(1) K — N — dc a? —= QO. 
1° Supposons que N soit nulle, c’est-a-dire que y 
n’entre pas explicitement dans V. L’équation (1) se réduit 


alors a 


dP ag 
. de ae 99 
d'ou résulte 
| dQ 
(2) p — a — C. 


Cette équation n’est plus que du troisiéme ordre, si V ne 
contient pas de dérivées d’un ordre supérieur au second. 
2° Si M =o, cest-a-dire si x n’entre pas explicite- 
ment dans V, |’équation K = o se réduira encore au troi- 
siéme ordre, en prenant y pour variable indépendante ; 
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mais on peut encore la réduire au troisiéme ordre de la 
maniére suivante. A cause de M = 0, on a (764) 


Leal dV = Ndy + Pdp + Qdq; 
d’ailleurs ; 





pe e ’ e 
Eliminant N entre ces équations, on aura 


dP @Q 
dV = (7 — a aye + Pdp + Qdy 
AE: 
== pdP + Pdp + (ef —p in) a 
d’ou 
cp dQ 
os |} | fF _ 
(3) V=Pp+Qa, Pile + 


équation du troisiéme ordre seulement. 
3° Si l’on avait, a la fois, Mo, N =o, l’équation (3) 
se raméncrait au deuxieéme o:dre. On aurait alors 


dP @Q 
dr cla? ’ 
d‘ou 
AQ, 


et equation (3) deviendrait 
(4) V=—Qq +e'pte. 


Voici un probleme dans lequel ces simplifications se 
proscnicnt, 


795. Prosiime. — Zrouver une courbe plane AMB 
telle, que V'aire ACBD comprise entre 'are AMB, les 
rayons de courbure AC et BD qui correspondent aux 
denx points catrémes A et B, et la portion de deéve- 
loppée CD comprise entre les centres de courbure C etD 
soit un mintinum., 

1} ne peut pas y avoir de maximum, puisque AB deve- 
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nant une ligne droite, Ja surface correspondante serait 
infinie. En prenant une courbe peu différente de cette 
droite, on aurait’ donc une aire aussi grande qu'on vou- 
drait. ' 

Soient MK et M’K’ les rayons de courbure de deux 
Fig. 135. points infiniment voi- 

sins Met M’. Le trian-_ 
gle infiniment petit 
MK’M’ est égal a 


I 
sds, en appelant p 


le rayon de courbure 
MK, et cs Pare infini-. 
ment petit MM’. On en conclut aisément que la surface 
en question a pour mesure 


T, y2)2 
[ LEP? oy 
xr 2 9 





e 


£, et x, tant les abscisses des points extrémes A et B. 
Comme la fonction V ne contient explicitement ni z 
ni y, nous appliquerons la formule (794) - 


(1) V=Qqt+e/pte: 
or, 
Q— (r+ yp?) 
= 
aq? 
on a donc 
2\2 Ley? 
CEPT a — SE help re 
ou 
2°23 
(2) (WPF oy pe. 
q 


3 


(1 -+- p?)? e e Ld 4 
Comme p = ——=9 cette Cquation vevient a 
¢ 


__ ec’ p+e 
vi+p 


re __ ae 
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Soit 6 l’angle MTx que fait la tangente MT au point 
M (x, 7) avec l’axe Ox: on a 


P » cos§ — ew 
1+ p? vit+y? 








teng@== p, sind = 


Par conséquent, 
p = e’sin® + ccos6. 


Soicnt @ et a deux nouvelles constantes, telles que 


c= — 2asina, c’ — 240082, 
on aura . 
a=-ye'+c"” 
. c :’ 
SIN@ = — =) C088 
Vc? +c? yo + c? 
On a ainsi . 
(3) p = 2asin(@— a2). 


Prenons deux nouveaux axes rectangulairesOx’ et Oy’, 
tels que c/Ox = a, 
Si l’on fait 6 — a = 6’, on aura 


p = 2asin6’. 


Formons |’équation dilférentielle qui convient a ces 
nouveaux axes. On a 








“ap dy 
tang 0° — Te’ 
d’ou 
dy 
dx 
sin 6’ — — e 
ty? 
/: -++- rr 
3 
dy?2\? 
(: + o 
R ] dc? l . 
emplacons p par diy? valeur qui suppose fa 
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oO 


courbe concave vers l’axe des 2: ona 





| dy? 
dy? yt a qin 
(4) lit as) = a? 


e 


équation différentielle de la courbe cherchée, par rap- 
port aux nouveaux axes, On tire de cette équation 


d’ou 
(5) xt— Cc = —— J 


En supposant la constante c connue, on peut imaginer 
que l’axe des y soit transporté para!lélement a lui-méme, 
de telle sorte que toutes les anciennes abscisses soicnt 


diminudées de c. L’équation différentielle de la courbe est 
alors 





c= a 
_ dy? 
Ov in 
Ou 
6 —_— ~— =~ be 
(6) dy —dz =T! 


La courbe cherchée est donc une cycloide dont l’axe est 
dirigé suivant l’axe des .r, et dont la tangente au sommet 
est l’axe des y. 

Pour déterminer les constantes, au nombre de quatre, 
que renferme |’équation de la courbe rapportée aux an- 
ciens axes, il faut distinguer plusieurs cas : 

1° Si les points A et B sont donnés ainsi que Ics tan- 
gentes a la courbe en ces points, |’équation =o est. 
satisfaite identiquement; car on a Or, = 0, dy, = 09, 
8p, = 0,.... On aura les quatre constantes en substituant 


a iii ee 
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les coordonnécs des points A et B dans l’équation de la 
courbe, et en exprimant que les tangentes en ces points 
sont données, . | 

2° Si l’on donne les points A et B, sans donner le3 tan- 
gentes a la courbe en ces deux points, léquation [ =o 
deviendra 

Q, dp, — Q, 8p, =0, 

et comme les variations dp, et dp, sont indépendanics 
Pune cde lautre, il faut que l’on ait s¢parément 


Q,=0, Q4—9; 


on a trouvé, généralement, 


et comme! + p* ne peut pas étre nul, il faut que lon ait 
Qi—SD, Yom. 


On déduit de la que le rayon de courbure est nul aux 
points A et B: ces points sont done les points de rebrous- 
sement de la cycloide. 

3° On peut se donner le point A ainsi que la tan- 
gente a la cycloide en ce point, et supposer que le point B 
doive se trouver sur une courbe donnée 


y=Y(z). 


Dans ce cas l’équation [= 0 se compose de deux par- 
tics ; un terme contenant dx,, et le terme Q, 04; Ox, et 
dp, lant des variables indépendantes,-on doit avoir 
Q, =0, d’ot. gq, = 0. Ainsi, le point B est encore un 
point de rebroussement de la cycloide. 


MAXIMUM OU MINIMUM RELATIF. 


796. Dans les questions précédentes, il s’agissait de 
rendre maximum ou minimum une intégrale deéfinie 














see ge ‘ee — 


SOIXANTF-DEUXIEME LFCON. 331 


z, . 
Vdzx, sans autre condition. On peut ajouter au 


Tv 


probléme Ja condition qu'une autre intégrale définie 
(rz, 
Udz ait une valeur déterminée /. Par exemple, soit 


vs, 

proposé de trouver parmi toutes les courbes planes de 
méme longucur /, terminées a deux points A et B, celle 
dont aire comprise entre cette cour be, l’axe des abscisses 
et les deux ordounées ecxtrémes est un maximum. La 
question consiste a déterminer y en fonction de x, de 
telle sorte qu’ayant 


7, —_—___ 
{ dzJi+ p=, 
x 


Fintégrate [ ‘ydx ait une valeur plus grande, ou plus 
z 


6 
petite, que si l'on remplagait y par toute autre fonction de 
x satisfaisant a )équation précédente. On dit alors que 
lintégra‘e admet un maximum, ou wn minimum, relatif. 


797. Supposons qu'il s’agisse de rendre maximum |'in- 


. x 
végrale | Vader, avec la condition 
& ry, 


(1) f Vara 


x, 


Les variations: de ces intégrales doivent ¢tre nulles, 
si l'on compare Ia fonction de x cherchée avec celles qui 


r, 
conservent a { Udx Ja méme valeur. On doit donc 
x. 


avoir 


z, «, 
(2) af Velr = 0, af Udzx=o. 
r r 


En développant ces deux conditions comme on I'a fait 
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pour le maximum absolu, on a deux équations, telles que 


wz, 
(3) r+ { Kodr—o, 
(4) e+ ‘Lew dr = 0; 


I, O, K et L sont des fonctions que l'on formera comme 
il a été dit plus haut. Mais ici il ne faut plus poser séparé- 
ment =o, K =o, carw n'est plus une fonction entie- 
rement arbitra re de x. Pour trouver les conditions qui 
doivent étre remplics dans ce cas, il faut d’abord élimi- 
ner ©. Posons 


(5) | { Ludr = 9 (2), 


d’ou 


¢ (c,) = 9, f ‘Lu dz = 9 (2). 


Par conséquent, 
O+o(4r,)=0, ou o(z,)=—®@. 


Il résulte de la, 4 cause de l'indétermination de w, que 
9 (zx) est une fonction arbitraire de x, assujettie seule- 
ment a s’annuler pour x = x,, et a devenir égale a —9 
pour x == x,. Or, on a, a cause de I'équation (5), 


t cdo (2) ; 


L dr 


—_— 





Portant cette valeur dans |’équation (3), il vient 
™~K . 
r +f L dg (x) =o, 


ou, en iutégrant par parties, 


(6) r—(z)e—f =)4(T) =o. 


Comme 9 (x) est une fonction arbitraire dont on donne 





oe OE ee 


-« 
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les valeurs seulement pour x = x9, X = X,, on doit avoir 
séparément les équations 


‘K 
(9) a(7)= QO) 
(8) r—() eo. 
La premicre donne | 
K — 
L-7eF K-+aL=o, 


a désignant une constante arbitraire. La .seconde condi- 


. . K . K 
tion devient [+ a0 = 0, car (t) = — 4, puisque + 


a une valeur constante — a. On a donc les deux équations 


‘ 


(9) r+ae—o, K+aL=o. 


Il y aura une constante de plus que dans le cas ow !'on 
cherche un minimum absolu, mais on a aussi une équa- 


tion de plus 
uF, 
J Udr -= 1, 


798. Sion avait.cherché le maximum de Vintégrale 
dcéfinie 
ox, 
f (V+ aU)dr, 


on aurait été conduit aux deux équations (g). Par con- 
séquent, la recherche du maximum relatif de l'intégrale 


2x, frz, 
Vdzx, lorsque lintégrale Udx doit conserver 
’ q 5 
z, x 
une valeur constante, revient a chercher le maximum 


absolu de Vintégeale [(V + aU)dx. 


C’est ce qu’on peut d ailleurs justifier par le raisonne- 
ment suivant. 
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Sif "(V+aU) dx est un maximum, pendant que 


z, ; 
f Ud conserve une valeur constante et égale a /, U 
z, 


et V‘ désignant des functions peu différentes de U ct de V. 
on doit avoir 


(1) [o's + aU) de> [ "(w+ av’)ar, 
(2) fvdes [Curae a1; 
donc 


r, | ; 
Vadr >f Vidz; 


(3) f 


ce qui montre bien que f ‘Vide cst un maximum lors- 
que la condition / ‘Udx = lest remplie. Réciproque- 
ment, de linégalité (3) et de l’égalité (2) on déduirait 
linégalité (1). 7 


PROBLEMES SUR LES ISOPERIMETRES. 


799. Etant donnés deux points C et D surun plan, 


Fig. 136. trouver parmi toutes les cour- 
y 4? bes de méme longueur, situces 
c dans ce plan, et terminées aur 


points CetD, celle pour laquelle 
ao CP atie ABDC est un maximum. 
On doit avoir 


ts 
f ydetdi=l 
a. 


7, 
et il faut chercher le maximum de Vintégrale f y dx. 


© Jo 
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D'aprés la théorie précédente, on devra chercher le maxi- 


mum absolu de Vintégrale f “(yd + aVdx*+ dy’), 


ce qui conduit a poser 


(1) of ‘(ydx +a de + dy*) = 0. 
> 


Comme les limites x, et x, sont fixes, la partie de J. 
variation désignée par IT’ est identiquement nulle. On 
peut, cn outre, ne faire varier que x. On a ainsi 


"s ihr 
e — fl —. 
(2) f (y+ 0 Ft) aae O, 


9 
ou, en intégrant par parties, et négligeant la quantité pla- 


cée en dehors du signe f, qui est nulle, 


*s dz 
f ted(y +a) =o, 


et, en égalant 40 le coefficient de dz, 
adr 
d (y + a a) — 0; 
d’ou 
3 a dz, 
( ; Yr rf ds —C. 


Remplacons ds par Jdx* + dy?, et résolvons par rap- 
port a dx. Il viendra 





dx — (y —e) dy _ 
yar—(y —e'}? 
d’ou 
x—c= ya?— (y — Cc’)? 
ct 
(4) (27 —el + (y —C Ppa’. 


Ainsi, la courbe cherchée est un arc de cercle. 
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800. Prosrzme. De toutes les courbes isopérimétres 
gue lon peut tracer sur un plan entre deux points don- 
nés A ct B, trouver celle qui, en tournant autour de la 
droite Ox, engendre la plus grande, ou la plus petite 
surface de révolution. 

I! faut chercher le maximum, ou le minimum, relatif 


v, 
de l'intégrale | yds, avec la conditicn 


Fo x, 
f ds = l. 
x 


La question se raméne (798) a la recherche du maxi- 
mun), ou du minimum, absolu de 


[vv +a)ds, 


et comnie a est une constante, on obtiendra le méme ré- 


sultat qu’en cherchant le minimum absolu de f yds, 


probléme déja traité (780), et qui donne la chainctte. 


801. Prosrime. De toutes les courbes isopérimétres, 
trouver celle qui engendre le volume de révolution mi- 
niumum, 

L’équation du probléme est, dans ce cas, 


» 


pe 3g 
af (yrds + ads) =03 we 
x, ' 
comme les deux points A et B sont donnés, on peut ne 
faire varier que x et faire abstraction de la partie Pr, qui 
est identiquement nulle, puisqu’il n'y a pas de dérivée 
d’un ordre supéricur au premier. D’aprés cela on aura 
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On déduit de !4, en remplagant ds par (d2z* + dd)”, 





cquation différentielle de la courbe élastique (572). 


802. Prosrime. Déterminer la courbe qui, par sa 
revolution autour d’un axe (laxe des x) engendre la 
surface minimum qui renferme un volume donreé. 


Ce volume étant nf ytdz, et l’aire an fds il faut 
poser (798) | 
(1) 3 [rae 4 aayds) =o, 


a étant une constanle. 
En considérant comme fixes les deux extremités de la 
courbe, on peut ne faire varicr que x, elcomme la formule 


ds? == dx* + dy? 
donne 


ds — ddr, 
ds 


d 
f(x + ay =) dix =o. 


En intégrant par parties, et faisant 0x =o aux deux 


limites, on a 
dr. 
fesa(yt 2ay =) = 0; 
s 


dot: l'on conclut 


on aura 


dr 
yit 2zay — =. 


Chacune des constantes a et C pouvant étre positive ou 
négative, on peut écrire 
de 
oe 2ay— th =0 
J 4 ds ° 
Stonw. — 47n., I. 22 
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et de [a résulte 


(2) ds = _—_______——"_ —e 


C'est ’équation diflérentielle de la courhe cherchée; le 
radical doit étre tantét positif, tantét négatif; il change 
designe quand y devient un maximum ou un minimum. 

Si la constante & est nulle, on a un cercle ou l'axe des 2. 

Si 5 n’est pas nulle, Péquation différentielle (2) appar- 
tient 4 la courbe décrite par l'un des foyers d’une ellipse 
ou d’une hyperbole qui roule sans glisser sur l’axe des z, 
comme |’a démontré M. Delaunay, dans le Journal de 
Mathematiques de M. Liouville (*). 


EXERCICES. 


4. Determiner, parmi toutes les lignes dune longueur donree, 
et terminees a deux points fices A, B, celle pour laquelle la somme 
des produits de chaque élément ds par le carré de sa distance ala 
droite AB est un maximum, 


Sotution : On prend AB pour axe des x. Laquestion se raménea 
Vintégration de l’équation 


(a —y)* = 


2. Parmi les courbes planes qui, passant par deux points fires, 
tournent autour du méme ace situé dans le méme plan et engen- 
drent une surface dont Uatre est donnée, trouver celle qui donne 
lieu au volume macunum. 


(v?— b) dy 


SOLUTION : dr= . 
Jar?— Gi by? 


(*) Voir t. VI, p. 3g, et une Note de M. Sturm, p. 315, 
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es 





NOTES. 


NOTE I. 


SUR UN CAS PARTICULIER DE LA FORMULE DU BINOME, 


par M. E. Catatan. 


(Eutralt des Comptes rendus del’ Académie des Sciences, 1857, t. XLV, p.6ar.) 


Les ouvrages les plus egtimés, par exemple, le Cours cl’ Analyse 
du profond et regrettable Sterw:, n’indiquent pas ce que devient la 
série 

ree mn (10 — HY —1)(m — 2) 3 


1.2 1.2.3 Fess 


quand on suppose z = +1 Cette lacune peut étre aisément com- 
blée comme il suit : 


4. Lemuel. — Le produit u, tu, uy... Wy,,---) dans lequel on sup- 
pose, pour plus de simplicité, uy > uy > Uy. > Uy > Uy... Dd, 
converge ou diverge en méme temps que la série 


le, te lay... t+ dat las... (")- 


et. 


(*) Cette proposition, qui est évidente, peut étre fort utile. Elle jrouve, 
par exemple, que les produits 











° . a 2 a 
8CC@ SCC — +++ §CC—eee 
2 n 


sont convergents, et que les produits 


niet 


ie, a a 
; ni— n+ 9 (1+ tanga) (1+ tangS)«..(1-+t0ng 2) 


peuvent dépasser toute limite. 


aw | we 
wl wu 
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2. Lemme tf. a ctant une quantitée positive, moindre que Vunité, 
le produit 
+ 2 3 n 
P =a e 


“* mm+etm+a2 m+n —I 








croft indéfiniment avec n. 
En effet, 


lima | 
n 


An 
7+ n— Mm+th—i 


= lima (1+ ——" =I— mM; 


Cone fa série qui aurait pour terme général | est diver- 


2 
m+n—it 
gente (*); donc le produit P, est divergent (Lemme I). 


3. Lemme Ul. me etant une quantité pesitive, comprise entre deux 
nombres entiers positifs, p—1, p, le produit 


ptt p+. .., ot! 
p—-m priru a—m 





croit indéfiniment avec ne - 


4, Tugonkme I. m etant une quantité positive quelconque, on a 


; m m , m(m—t) m(m —1)...(a—2+1) 
(A) amet th teeth 1.2.3...7 Frees 


Le reste de la série (A) est (**) 


R — wim —t)...(m— 2) I ; 
ba. (ett) (1+ 6) 


Soit p le nombre entier immédiatement supérieur 4 m: on peut 
écrire 
m({m—r1)...(m—p+r) 


1.2..6p 


R==+ 


p—mpt+i—ma 2am 1 . 
prt p+2 ati, (1-6 





Des trois facteurs de R, le premier eat constant, le deuxiéme a pour 
limite zéro (Lemme III), le troisieme ne surpasse pas |’unilé ; donc 
lim R = o. 





—_—_— 


(*) Comptes rendus, t. XLII, p. 627. 
(**) Cours d’Analyse, 4. I, p. 118. 
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S. Tarorneme Il. m tant une quantité positive quelconque, on a 


(B) om 1— 4p IM) og alt) nt) 
1.2 1.2. 


La démonstration ne différe pas de la précédente, pqurvu que le 
reste soit mis sous la forme 


m(m—1)...(m— p+1) 





R= 
1.2...p 
p—mpt+i—m rz—m __ gyms ys 
pti p+: rerermeay ayn"). 


6. Treoreme Ill. we étant une quantité positive, moindre que 
lunité, on a 





+, %@,mim+i)_ (mri) +), 
2 i 1.2 1.2.3 
4 mit iy (meray 
1.2... 


(C) 


Dans ce cas, |’expression du reste est 


mia+i) (m+n) ot, 
1.2...(4 +1) . (1p G)mtert? 


donc ( Lemme II) lim R* = o. 


R= + 


7. Il est évident que la série (C) cessa d’étre convergente a par 
tir de » =1, et que la série 


1 mlm t) (mi) (m +2) 
1 1.3 1.2.3 


_ est divergenie pour toutes les valeurs positives de m. Les cas dont 
nous nous sommes occupé sont donc les seuls qui présentent quelque 
intérét. 





(*) Cours d°’ Analyse, t, |, p. 120.. 
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NOTE IL 


SUR LES FONCTIONS ELLIPTIQUES (*), 


par M. Desrernous. 





L'intégrale sous forme algébrique de \’équation 


dr dy 


via yi-y 


s'obtient aisément, comme on sail (**), au moyen d'une intégration 
par parties. En mettant cette équation sous la forme 


dxYir— y?+dyYi—aziz=o, 
on en déduit 


dxVYi—yit fdyfi—at= const. 
Or, en intégrant par parties, on a 


finypiacVinyi¢ (2 
dxYi-—yrraryYi-y't+ Tay 





ee SS 


(”) Pour l’intelligence de cette Note, il est nécessaire de savoir que l'on 
donne le nom d'‘intégrales elliptiques aux intégrales suivantes, dont la se- 
conde représente Ja longueur d’un are d'ellipse : 


1'© espeéce, ‘ as ’ 
| o Vi—e'sin? ? 
° P ro Uv acP alle 
2° espéce. do ¥i—e*sin-g, 
0 
3® espéce. Pe —_——==* 
y (t-basin’p) 1 —c* siuto 


Si l’on pose z = sing, l’intégrale de premiére espéce devient 


= dr 
v Vr —rvi—etat 


("*) Vor, par exemple, Lacnoix, Tratté du Calcul différentiel et da 
Caleul integral, t. Il, p. 473. 











eT i alll “_— ee ._ ee 
oo. + - 
7% . + 
7 
1 
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{% Vi-rayyi- 24 ee 


Ajoutant et observant que les termes sous le signe {| donnent une 


somme nulle en vertu de l’équation différentielle proposée, on 
trouve l’intégrale algébrique 


any —y'+yYi— x?= const, 


Le constante arbitraire qu’elle contient est la valeur de y pour 
x= 0. Posons 








dx a, 
f V =2, &©=—SIN2, 1— xz? = Cos2, 
i— 


et de méme 
’ [Ss =6, y=sind, ~1—y* = cosf. 
i 
Nous aurons 
da-+- d$ = 0, 
d’ot 
= -+- p =%)) 


y étant une constante. D‘ailleurs, pour a = 0, ona 
zr=0, B=y, y=siny. 
La constante de notre intégralo est donc siny. Par suite il vient 
siny ou sin(« + () = sinz cos( + sinf cosz. 


C'est la formule fondamentale de la théorie des functions circu- 
laires. 

Le méme procédé s’applique facilement 4 la recherche de I’inté- 
grale d’Euler, qui donne la formule fondamentuale de la théorie des 
fonctions elliptiques. 

Soit, en effet, 


me ie —_———— a: ne 


yim 2? ft -— 72? +i =e 
En multipliant par le produit des dénominateurs et divisant par 


1—c'x’y’, ona 


— ||) -— 
fee Cit Fae. [VEE VRTE sy a 


t—e'z'y 
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Or, en intégrant le premier terme par parties, on obtient 


VSP VR OF aftr ey 





"pa c? zy? I—cz*y’ 
+ fay Ee Ce eos __* _ 
(1—ea'y") vi-yyi—ey 


ay? ——. 
—9¢7? | ———_ A — 2 _ py 
20 {Vi pyi—ey'tdr. 
En échangeant entre elles les deux lettres x et y, on aura le second 


terme; ajoutant donc et observant que les termes sous le signe 


donnent une somme nulle en vertu de l'équation différentielle pro- 
posée, on trouvera 


ryi-yyfi-—er+yyi— ctyfi eet 


roexy? = const. 


La constante du second membre est la valeur de y pour z = 0. 
Posons 


= dx 
ma 
x=S(a), Yi—2z?=C(a), fi—ceat=R(a), 


et de méme 


7 ly 
= 6, 
I yi— yivi—ery? 
y=S(h), vi—y? =C(B), vr—e*?y? = R(6). 

Nous aurons 

dz+d8=0, 
dou 

a-+B= 7, 

y étant une constante. D’ailleurs, pour « = 0, on a 


z=0, B=7, y=S(7). 
La constante de notre intégrale est donc S(+). Par suite, il vient 


S(y) ou S(a +8) = S(2) C(p) R(B) +S (P)C(a) R(z ) 


1 — c*S(a)?S(6) 





(*) Dans cette intégrale, la variable x doit étre prise toujours moindre 
que 1. Si l’on fait x =sing, alors l’angle ¢ est appele l’amplitude de V'in- 
tégrale «. Jacobi le désigne par ama et pose 7 = sinam 








sa 
* 


NOTE 11. 345 


C'est la formule fondamentale de la théorie des fonctions elliptiques. 
Elle donne S(a — 6) en changeant le signe de S(f). On peut 
aussi en déduiré C (a = 6) et R (a B). 





NOTE III. 


ANALOGIE DES BQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES 
A COEFFICIENTS VARIABLES, AVEC LES EQUATIONS ALGEBRIQUES, 


par M. E. Brassixxe. 


1° Considérons l'équation différentielle linéaire 4 coefficients va- 

riables : 
d™y d™'y d™-ly dy ; 
(1) X= at Ppa tO Ta t-.- +7 + U — O. 

De l'intégrale de cette équation’ on déduit par les quadratures 
celle de X, = f(x); aussi, dans tout ce qui suit, nous supprime- 
rons le terme fonction de la seule variable x. 

L’intégrale compléte de X, =o est la somme de m intégrales 
particuliéres distinctes, que nous appellerons les solutions de cette 
équation. Une intégrale y = cp(z) est distincte, si }(2) ne peut 
étre décomposée, par addition ou soustraction, en d’autres fonctions 
de z, qui égalées 4 y puissent satisfaire 4 X,, = 0. 

Cela posé, rappelons que Lagrange, dans son Mémoire inlitulé : 
Solutions de différents problémes de calcul intégral, a désmontré 
que, si l’on connait p solutions ¢,7,,¢,7,,---,¢, y, de X,, = 0, on 
coinpléte son intégration en effectuant celle d’une équation linéuire 
dordre nt —p. M. Libri, en 1836, a donné de J’extension a ce 
théoréme en démontrant que, si une équation linéaire X, = 0 (I'in- 
dice », désigne l’ordre), non intégrée, est telle néanmoins, que ses 
solutions inconnues satisfont a X, = o, lintégralion de cette der- 
ni¢re depend de celle de I’équation d’ordre p et d'une autre équa- 
tion d‘ordre «2: — p. ll est & remarquer que si J’intégration de X, = 0 
est nécessaire pour savoir si les solutions de cctle équation appar- 
tiennent a X,, = o, ce théoréme rentre dans celui de Lagrange. 

Mais on peut établir un théoréme général comprenant ceux de 
Lagrange et de M. Libri, dont voici |’énoncé : Si des equations diffé- 
rentielles linéaires, d’ordres m, m', m",..., ont p solutions com- 
munes, on trouv., par un procédé analogue a la recherche du com- 
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mun diviséur algébriqué, Péquation X, = 0 qui donne ces solutions, 
et Vintégration des proposées est ramenée @ celle de X,= 0 ela 
celle ’autres équatians d'ordre m— p, m' — p, m"— p. 

a® Si dans {‘équation jinéaire X = o d’erdre quelconque on pose 
y = en, on trouve une transformée dant la loi est donnée (46° Lecon, 
n° 589); nous I’écrivons ainsi : 





2 3 
[Xu XE ex OE py te 
tale 1.2.3 2’ 
( 
(2) | ; dle Po Ay Le APE _ 
. an Ui dx + dm! dee 


Les fonctions 'X,"X,...,d ordres m —1, m— 2,..., se forment 
comme les dérivées du pulyndme 


o* + Pz*-'4+...4+-T2z + U2 


lx 
par rapport a z, en remplagant ensuite 3 par = dy ret 2° par y. D'aprés 


cette loi, il est clair que si dans 'X,“X,..., om remplace + par ez, 
on aura des transformées 


Kup iK Ha., ou Kup ex ey, 


(ce polyndme est la fonction X dans laquelle on a fait cy 2)» 


pareilles 4 (2). Nous appellerons ’X, "X, "X... les conjuguées pre- 
miéres, secondes, troisiémes... de X. La relation (2) nous servira a 
démontrer les théorémes suivants : 

Théoréme de Lagrange. — Sil’on connait p solutions, ¢,7,, 65) 4-++5 
c,y,de X = o d’ordre m, son intégration sera ramenée a celle d’une 
équation d'ordre a — p. 

En effet, supposons y= y,u : il suffit de faire dans la transfor- 
mée (2) ¢ = y,; puisque y, est une solution, son premier terme sera 
annulé, et 'X,"X,..., deviendront des fonctions connues de ~. Il 
restera donc une ia, en « d’ordre mm qui s'abaissera a |'ordre 





du 
m—1en posant . Or, puisque y = y, w, les valeurs de x 
correspundantes 4 y = y,= y,=...= Jy, sont 


tt, Ja, *y Ze, 
Ji ne Ni 
clu 


et celles de u’ = le sont 


43). age 
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On cornanft donc p—t valeurs de x’ qui salisfont 4 une équation. 
linéaire d'ordre #2 —1, 
Xa’ pax Le +...=0. 
1.2 ce 

Cette équation, par une transformation pareille a la précédente, 
pourra étre abaissée a l’ordre mz — 2, et par une suite d’opérations 
semblables on arrivera a une équaticn d’ordre a: — p. 

Nous avons rappelé ce mode de démonstration, dd a d'Alembert, 
parce que son application a l’équation X = f(r) conduit, lorsqu’on 
connait les #7 intégrales particulieres c, 7,, €,791 + <*> Cm)'m de X = 0, 
a expression de la valeur de y au moyen d'une intégrale multiple, 
qui peut étre remplacée par la somme de v7 intégrales simples, ne 
différant les unes des autres que par Jes indices des lettres; on trouve 
pour la valeur de y: 


3)7=Sarn+ dy, (e+ 


ll ta\ ad a (7 Nn 2) 
INT (Zs). A (z=) 
ULN Ye. 

La sommation s’étend aux indices 7 = 1,2,3,..., 7, et le déno- 
minateur sous le signe d'intégration est le produit de m facteurs: 
chacun de ces facteurs, a partir du premier, est la dérivée, par rap-' 
port a z, d’une fraction dont le dénominateur est le facteur précé- 
dent, et le numérateur ce mémo facteur dans lequel Je plus fort 
indice de y est augmenté d’une unilé. Aprés la formation compléte 


du dénominateur, on diminuera de ™ les indices qui dépassent 7. 
Second théoréme. — Reprenons la transformée 





(a) Xu 4K... 


qu'on déduit de X = 0 en posant 7 = eu. Si_y, mis a la place de 
rend nulles p fonctions, X, ‘X,...,@-X, léquation X = oaura p so- 
lutions de la forme y,, cy, 77y,,..-, 2?7'), (nous supprimons les 
constantes pour plus de simplicité dans récriture}. En effet, dans 
notre hypothése, (2) devient 

r Pu I P+! ) d™u 


(P+')X ———____—_ -F... —— = 0.: 
5.2. 1.2.3) da? + Xs pri dager’ Fee Py, dat" ° 


“wx ——_ 
Or, cette équation a pour solutions 
a@=1re raz... Pe ',” 


Donc, puisque y = y,u, on aura p valeurs de y, savoir : 7,,.27,-005 
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x?-'y, Nous appellerons les iniégrales particuli¢res de cette forme 
des solutions conjuguées; zy, est conjuguée de 7, et x"t'y, de x"y,. 

En second lieu, si KX =o a p solutions conjuguées 9, zy,,---. 
x?-'y,, chaque fonction 'X,"X,”X,..., aura les solutions conju- 
guées de celle qui la précéde dans le développement (a), 4 l’'excep- 
tion de la solution pour laquelle le facteur x a le plus fort expo- 
sant. 

Si, en effet, on suppose dans la relation (2)« = x et v égal suc- 
cessivement @ 7,,2y,,.--, 2*y,, dans toutes ces hypothéses la 
transformée se réduira 4 ’X = 0, puisque les valeurs de ¢ sont des 
solutions de X =o. Ainsi 'X =o a pour solutions 7,, z7,,---; 
z?-7y. En faisant la transformée de 'X, on trouvera de méme que 
Xia TZ, --., Py, sont solutions de” X = o, et ainsi de suite. 

Ce théoréme comprend celui que d'Alembert démontre dans le 
cas des équations différentielles 4 coefficients constants, lorsque 
léquation alyébrique de laquelle dépend la solution a des racines 
évales ( 46° Lecon, n° 390). 

Corollaire. — Si toutes jes solutions de ‘X = 0 sont 7,, xy,,..-, 
z™-* y , X =o aura les mémes solutions et, de plus, la solutionz*y,, 
car on peut toujowrs concevoir une équation X, = od'ordre #7 qui 
ait toutes les solutions ci-dessus; or, en formant la conjuguée de 
X,, =o, savoir 'X, = 0, cette derniére aura m —1 solutions, 7,, 
LY,,-.., 2"-7y,: elle gera donc identique 4 ‘X; done aussi X,, sera 
identique a X. 

Troisiéme thévréme. — Si dans la transformée (2) de X = o on 


faitv=y, el u= e™,y, étant une solution de X = 0, et x une 
quantité trés-petite, cette transformée deviendra 


as 
on oe 


1.2.3 

En changeant « en — z, on aura le résultat de la substitution de 
y=y,e 7. Si, & cause de la petitesse de a, nous nézligeons les 
termes dans lesquels cette quantité est élevée a des puissances su- 


périeures a la premiére, on voit que y, = y, (2) étant une solution 
de I'équation X = o, les substitutions 


y= 4,(2) ew, y= ¥,(z) eT *, 
donnent des résultats de signes contraires quel que soit x; ces deux 
relations pourraicnt étre représentées par des courbes (rés-rappro- 
chées comprenant la courbe y= ¥,(2r). 
Mais si y= },(z) annulait X et un numbre impair de fonc- 
tions ’X,"X,..., les résultats de Ja substitution seraient de méme 
signe. 





2 
'X2e%7 4 "X — em 4. "™% 
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En second lieu si I’on donne les équations de deux courbes trés- 
rapprochées, telles, que l'ordonnée de |’une d'elles soit toujours 
mo ndre que l'ordonnée de I'autre, et si la substitution des valeurs 
de ces ordonnées en fonction de x, dans X = 0, conduit a des résul- 
tats de signes contraires, il existe entre les courbes données une 
courbe dont l’ordonnée représente une solution de X = o. En effet, 
les équations des deux courbes trés-rapprochées peuvent élre mises 
sous les formes 


ya et) ya SH) orl) 


¢(z) et ¢,(.2) étant des fonctions constamment positives; or, la 
substitution de ces valeurs dans X = o ne pourra fournir des résul- 
tais de -ignes contraires que ai le premier terme de la transformée, 
savoir Xe%?(*) oy Xe C=), est identiquement nul, puisque ce 
“terme est incomparablement plus grand que ceux qui ont « pour 


facteur. Donec y := ef (*) doit tre une solution de la proposée. 


RECHERCIIE DES SOLUTIONS COMMUNES. 


3° Pour délerminer la fonction qui, égalée a zéro, donne les solu- 
tions communes 4 deux équations linéaires X,,,, = 0, X_, = 0, dans 


le cas ot il en existe, nous formerons la suite d‘égalités 


x dl? 
mip dr? (X,,) +X, ,.-1 


Xx lP-* 
(A) ‘ mt p—t = K de" (X,,) + Xnapaa 
l 
Xe = M5 (X,) +N(X,). 


K, L,..., M sont des fonctions de x déterminées de telle sorte, 
que les termes de l’ordre le plus élevé soient les mémesa au premier 
et au second membre; les restes, comme l’indiquent les égalités, 
eobtiennent par de simples soustractions. Or, il est évident qu’une 
solution y, qui rend identiquement nulles X,,, et X,, et, par suite, 
les dérivées de ces fonctions, annule aussi les _restes Xnepens 
X_p-2)---» et réciproquement une valeur de y qui annule un reste 
et A, sutisfait aussi 4 la proposée X,,,, = 0. Nous avons supposé 
que nvtre dernier reste a la forme NX,,,N élant une fonction de z: 
dans ce cas, toutes les solutions de X,, = o appa: tiennent a X_, +p = 9, 
et I'éliminaticn des restes successifs conduit au développement 


dP lps ad ; 
(4) X nap = La (Xm) +K, 75-1 (%.,) Het M,  (X,,)+-NX,,= 0. 
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Sous cette forme, et en prenant X,, pour l’inconnue, il suffit pour 
sa détermination d’intégrer une équation d’ordre p, et on trouve ainsi 


XH GNF 6,9, =f(r); 
intégrant ensuite X_ =o et faisant usage de Ja formule (4), on a 
liatégrale complete de X,_,., = o. 
Si la derniére égalité du groupe (A) est 


d ' 
» ir =M da (X,,1 +X’, 
on fera 
oe = PX,, + Xn 

en déterminant P de telle sorte, que le terme d’ordre #7 soit le méme 
au premier et au second membre. Par ce moyen, on pusera la suite 
dégalités 

Xa = M40 (X,) PX Xn 


l 
(B) X= OF (Xue + Xe 


ad ' 
X.=5 daz (X,) + S'X,. 


Si l’on parvient a une égalité qui présente au second membre deux 
fonctions égales X,, on arrétera |’opération, et par I’élimination des 
restes successifs des groupes (A), (B), on développera X,, et X,,, 
sous forme d’équations linéaires d’ordre m— 4, m+ p— &, qui 
auront X, pour inconnue. Si la suite d’égalités conduit a un reste 
y-9(x) qui ne peut étre annulé par une valeur de y exprimée en.r, 
on conclura que les équations différentielles n'ont pas de solutions 
eommunes. 

De ce qui précede, il résulte, qu’/l est toujours aisé de troueer la 
fonction qui, égalée a zéro, donne des solutions communes a des 
_ equations linéuires, et si cette fonction est d’ordre k, on pourra 
abaisser de k unités les ordres des équations linéaires. 


COMPOSITION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES. 


On veut former une équation différentielle qui réunisse les solutions 
de deux équatiuns données X,, = 0, X, = o. Désignors par X,,, le 
premier membre inconnu de |’équation cherchée, nous pourrons je 
développer sous les deux formes 


. cf? . de . 
Snap = ge (Hm) + KR HG (X,,) +--+ Q(X), 
. i™ , | hoiba , 
Xvap = re (X,) + KS; X,) +---+5(X,). 


NOTE It. 331 


Effectuant les différentiations indiquses aux seconds membres, et 
identifiant les coefficients des différentielles de méme ordre dans Jes 
deux développemenis, on aura 72-+ / relations du premier degré au 
moyen desquelles on déterminera les coelficients K,..., Q, K’,..., S’. 

Si les deux fonctions X,, X, sont égales, la méthode n'est pas 
apphcable, parce qu’il est contraire au caractére de généralilé de 
intégrale compléte que deus solutions soient égales; mais pour 
suivre l'analogie de l’Aigébre et du Calcul intégral, en ce qui con- 
cerne les racines égales, on formera des équations de méme ordre 
qui auront les solutions de X, = 0, multipliées par x ou par 2’, 


z’,...; i) suffira pour cela de remplacer y par, oa --+ On com- 
po.era ensuite en une seule toutes ces équations de méme ordre, 
et on aura un résultat analogue a la puissance enliére d’un poly- 
nédme. 

Dans le cas ot X,,= 0 a p solutions y,, 7,,..., ¥,, de plus 29 
solutions z,, 2Z,,..., 2, «rz, et 37 solulions w,, ru,, c°u,,..., 
u,, 2t,, x7u,, de sorte que m = p-+ 2¢-+4-3r, lintégration se ra- 
ménera a celle de trois équatinns d’ordre p, q, r. 

Si d’abord on cherche les solutions communes & X,=o0 et 
’X,, = 0, 0n trouve une équation X,,,, = o qui a pour solutions z,, 
Zyverey Bey ley, Th,,0.., U,, cu,. Les solutions communes a 'X,, = 0 
el "X= 0, Savoir: u,, u,,..., &,, sont fournies par une équation 
X, = 0; Celle-ci permettra de former. X,, dont les solutions seront 
Hy, U,,..-, u,, 2u,. Cherchant ensuite les solutions communes a 
A, 2 = 0 et X,, = 0, on parvient a X, = oqni a pour solutions z,, 
Z,++-, 2. Il est facile de former sans intégration la fonction 
X,,43, = © Satisfaite par toutes les solutions conjugées doubles ou 
triples. Avec cetle équation, on abaisse X, = o ou X =oa 
Vordre p. | 

Les méthodes précédentes fournissent un moyen aisé de trouver 
les conditions qui doivent exister entre les coefficients de deux 
équalions différentielles, pour qu’elles aignt » solutions communes; 
il suffit d’appliquer !a méthode, et d’exprimer que le reste d’ordre p 
est idcntiquement nul. 

Enfin, on peut ramener & cetle théorie des méthodes connues, 
celle par exemple que d’Alembert a imaginée pour I'intégration des 
équations différentielles, et qu'il reproduit dans ses principaux 
ouvrages, Thévrie des vents, Théorie dela Lune, etc. 

Prenons pour exemple de cette application I’équation du qua- 
lriemne ordre 


P+29+3r 


a,- 2 4. d 
Res a 8 as tO tag TY + f(x) = 0. 


rr | ier aa 
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Supposons une fonction 


(Py Cy ly 
X= 55+ a +0 + Oy 42= ° 
qu’on veut déterminer de sorte que ses trois solutions appar- 
tiennent 4 X, = 0; nous poserons 


X, =< (X,)+4X,. 


De cette derniére on déduit, en identifiant les deux membres, 


0+h =a, +k +9 = 5, +h + =e, 


dg" dz 

ap thetae, T+ hea f(z). 

Avec ces relations, auxquelles d'Alembert parvient, on élimine f, 
6’, 6", et on arrive a une équation en @ qu'il faut intégrer pour 
trouver ensuite les autres coefficients. Cette GStermination conduit 


a quatre expressions de X,, et comme d’ ailleurs * (X,) +AX,=0 


donne X, = Ce-J***, en portant dans cette derniere les systémes 
de valeurs de 4, 9, 6’, 9” on.obtient quatre relations au moyen des- 
m, ay dy. 
queiles on trouve la valeur dey aprés avoir éliminé ~~ I 
Si les coefficients de X, =o sont constants,’ceux ede X, = 0 le 
scront aussi, et, dans ce cas, la valeur de 6 dépendra de la résolution 
de l’équation 


(9 —a)'+a(6—a)>+6(6 —a)?+c(9—a)+e=0. 
COMPOSITION DE L EQUATION LINEAIRE AU MOYEN DE SES SOLUTIONS. 


4° La composition de X, = o, au moyen de ses intégrales parti- 
culiéres, résulte de Pélimination des constanles ¢,, ¢,,-.+, ¢,, entre 
les équations ( 46* Lecon, n° 579) : 


Y FUN FAI, Pe benny 


dy __ dy, LY, dy, 
dc ag 18g DF me? 
(C) oop @eeenweeoeseeseewestFastBeeoeeoeseeseeeneaves te eeeeee 
ad my _ ea dy, 7 hag Ys d™y., - 
dae — int +¢ crs teeet Cm da™ 
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Or, si Pon écrit le groupe suivant : 
A= Jt CVD ee ob Om 





ir ’ 

(E) bese caeeeeess bees eeaeeeees _ 
\(m d y dy, , iy ma 
aC Cy Tan Cl pe +, aia b 


on aura, au moyen des m derniéres. équations, les valeurs de ¢,, 
C,,++ +, C, qu'on portera dans la premiére, et le résultat sera de la 
forme c,4=L, A étant le déterminant ou dénominateur relatif aux 
m+ inconnues Cyr C,,-+« Si l'on fait c, = —1 et 4 = 0, ’=0.,..., 
la relation précédente se réduit 4 A = o, laquelle ne peut étre que 
Véquation différentielle X, = o. Or, d'aprés la formation connue du 
déterminant 4, on peut écrire 


d™y a™-} amy 
Xx, = = 72 D+ am D, -+...+yD,, = 0. 
D est le dénominateur des m inconnues ¢,, ¢,,.-+, ¢,, déterminées 
au moyen des m premiéres relations du groupe (E), et si l’on con- 
sidére les indices de la différentiation comme des ac¢ents, on passe 
amy 
acm 
m—1 et m—1 en m. Comme D contient les indices m—1 qui 
deviennent m pour la formation de D,, et comme d‘ailleurs, en 
ajoutant un accent ou une unité.a chaque facteur de D de méme 
indice, cette fonction s’annule, il est clair que D, est la dérivée 
compléte de D et, par suite, si D est constant, D, = 0 (observa- 
tion due a M. Liouville): 
En second lieu, si nous mettons la valeur de y sous la forme 


ye, $, (2) + ¢, },(z) +e hey Yn( 2); 


on pourra déterminer les “i diy en supposant que pour 2,, y, 
d Jn d™dy 
ie) dane a” 
assignées; dans cette hypothese, on trouvera les valeurs des con- 
stantes au moyen des m derniéres équations du groupe (C), et en 
désignant le dénominateur commun par D et les numérateurs par 
N,, N,,--e, N,,, on aura 


du premier terme D au suivant en changeant jes signes, 7 en 








ont des valeurs 


y= El) + Vale) +. Reb, (n) 


Si z,, y, et les dérivées de y, par rapport a x satisfont a la re- 
Stray. — An., H. a3 
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lation y =w,(2), ces valeurs dans I’expression de y devront 
rendre D égal a Vumité, et N,, N,,..., N,, égaux a zéro. Mais 


x, J, et les dérivées pourraient satisfaire 4 une des relations 
y=%,(z), y= 4,(2),..., et on en déduirait des conséquences 
semblables. On peut conclure de cela que le numérateur N,, égalé a 
zéro, est Ine équation linéaire d ordre m satisfaile par toutes les 
intégraies particuliéres de X,, = o a l'exception de y = ¥,(.r). 


DEUXIEME METHODE DE COMPOSITION. 


5° Analogie d’une équation linéaire avec la puissance d’un 
binéme. 

X,, = 0, X,,_, = 0 sont des équations différentielles, telles, que 
toutes les solutions de la seconde satisfont 4 la premicre, si l‘on 
pose | 

xX 


d 
= kh (2X mat) + R, 


et si l'on détermine 4, 2 de telle sorte que les deux termes du plus 
fort indice, au premier membre et dans la premiéro partie du se- 
cond, soient identiques, R devra étre identiquement nul. Sans.cela 
Véquation linéaire R = 0, de l’ordre mz — 2, aurait m —1 intézrales 
distinctes, ce qui est impossible. 

Composons par ce procédé une équation d’ordre v7, qui réunisse 
toutes les solutions des équations : 


dy —o “spas, Crea 
= + ar =0, ae + OY = 9; la + = Ores 


On formera d’abord une équation du second ordre 


d dy : 
x,=47 [+ (+4) f 


d’oi on déduira 


z sera déterminé par la condition que le second membre soit annulé 
par les valeurs 

OY by, y= ese 
dx ’ ° 


. gs t ; 
On exprimera cette condition en égalant z (z + “y) a une con- 
stante, a l’unité par exemple, et on trouvera 
psoas 


= a—b’ k= (a _ b) e~ fees, 


2 








nated sot ve 
. «- 
@e 
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, 
k 
une différentielle exacte. La fonction du troisiéme ordre X, régul- 
terait de la relation 


Remarquons que = est le facteur qui rend le premier membre X, 


X, = a (X, 2’), 


lz 
qui devrait étre satisfaite ou réduite a zéro par les valeurs 


dy — - — pa~ feds 
Un = oy, y= . 
Si les solutions de X,,=0 sont y,, zy,, z°y,,..., 2>'y,, en sap- 
dy 


posant que y, satisfait a =- +-ay = 0, le premier membre X,, sc 





di 
développera ainsi qu'il suit : 
_d™y d™'y mim—r1\/,, da\d™-7 
n= at ma at EE (et) 
m(nm—1i)(m—a)/, da | da\d"*y 
1.2.3 (« +3a7, dx? ) dawns To 8* 


Les coefficients numériques de celle expression sont ceux de Ja 

puissance 2 du binédme; les fonctions dea se forment ainsi : a partir 
du second terme, on obtient la fonction de a relative & un terme 
_ quelconque, en multipliant par @ la fonction de a du terme préce- 
dent et ajoutant & ce produit la dérivée de cette fonction. 

Pour démontrer cette formule, nous la supposcrons vraie pour 
Yordre , c’est-a-dire que nous admettrons ‘que le développement 
précédent égalé & zéro est une équation dont.les solutions sont y,, 
xy,, r?y,,-.., @'y,. Ecrivons, d’apres la méme loi, le dévelop- 
pement pour l’ordre mz +-1 que nous représenterons par X,,,,; or, 
on verra tout de suite que la conjugée premiére de cette fone- 
tion sera 'X_,, = (¢v+1) X,,; par conséquent X),, = o aura les 
mémes solutions que X, = 0, et cela prouvera que X,,,, aura aussi 
les mémes solutions. et de plus la solution 2”);,. 

Cette seconde méthode de composition a l’avantage de s’appliquer 
4 des équations non hinéaires, et de conduire sans aucune dilliculté 
ala théorie des solutions singuliéres,et 3 la démonstration de diverses 
questions de calcul intégral traitécs par Jacobi. Les exemples sui- 
vants en montreront lusage. 

Considérons une équation linéaire ou non linéaire d’ordre m, 
X_ = 0, et Supposons que X,,_, = 0 soit une équationd’ordre m —-1, 
lelle, que toute valeur de y en fonction de x qui satisfait a la der- 

23. 





Ze Le ie 
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niére satisfait aussi 4 la premiére : nous pourrons poser l’identité 


m— 1? 


X, =MS (X,,_,)-+N,X 


dans laquelle M est déterminé de telle sorte que les termes d’ordre m 
soient identiques, au premier et au second membre. La forme de 
Videntité résulte de ce que les fonctions qui annulent X_ et X__, 
doivent aussi annuler le reste; nous la mettrons donc sous cette 
deuxiéme forme 


X, hf ix 


m—| z), 


qui s’accordera avec la premiére si 
ks=M et k- T=N, 
d’od I’on déduit 


Z=C et &=Me 


z sera le facteur qui rendra le premier membre X,, une différen- 


tielle exacte. Mais, sans nous arréter 4 des généralités qui nous 
feraient retrouver les résultats que Lagrange démontre dans le 
calcul des fonctions (13* Legon et suiv.), appliquons ce qui précéde 
a l’équation différentielle du second ordre 


x= SLs fle) Z4 fier) =o. 


Cette équation, dans lous les cas ou f f(x) dx sera exprimable 


en fonction de z, se mettra sous la forme plus simple 


(2, 7) = 9. 


dx 


{[& dz 
Il suffira pour cela de remplacer y par ye 2 ° 
Si l’on connait une intégrale premiere 


¥(2, yr, x) =0 


de la derniére équation du second ordre, a étant la constante arbi- 
traire d’une premiére intégration, on pourra déduire de cette inté- 


grale or = u,u étant une fonction de z, 7, x. Maia, d’apres ce que 
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\] 


nous avons expliqué, nous poserons 


du | dudy _ ) dua. du 
datdy ds hs) UW Tt pes ae, y). 


de * dy 

Les deux premiéres sont salisfaites en faisant 4 =1, 2 =1; mais 
la derniére ne pourra avoir lieu que dans le cas ob le premier 
membre sera indépendant de 2, qui n'est pas contenu dans 9(z, 7). 
Ainsi, la dérivée du premier membre par rapport a @ sera nulle; 
donc 


x .- da 4 le de _ 
dx ' dy dyda 


Considérant la dérivée par rapport a 2 et celle par rapport ay, 
lesquelles, d’aprés l'égalité, sont égales et de signes cuntraires, on 


verra que oe est le facteur qui rend dy — udr une différentielle 


exacte. 
du 


On pourra donc intégrer m dy — ax ude (42° Lecon, n° 529). 


Un second exemple, pris du Mémoire que vient de publier le 
géomeétre suddois M. Malmsten, ne présente pas plus de difficulté, 

Supposons qu'on connaisse une intégrale premiére a =u de 
Yéquation du second ordre 


do(xryr 

E27) _ y(2,7) <0, 
wr 

dans laquelle y= - Cette équation se met sous la forme: 


da(x,y') d?y | do(z,r') 7 
by! dg + 2) = 


Nous avons marqué d'un trait les dérivées par rapport 4 2, lors- 
qu'on ne considére pas y’ comme fonction de .r. Dans cette relation, 
et en vertu de l'intégrale donnée, on peut remplacer y’ par u et 


SS EL se 
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identifier ensuite le premier membre a 


k a dy 
di 2(< 74 


L’identilé donne 


(el, par suite, z == 1); enfin 


do(x, a) du +50) _ _ dg(z, u) +4(2,7)- 


du dz dy dz 
—de (<x. u) 
da 


fermera plus «; par suite, le premier sera indépendant de cette 
constante, ct 8a dérivée par rapport a a sera nulle. Cette dérivée 


cst 
d do(z,u) du 
_ da il (3 du ) 
———___—_—____= + — 


Si on transpose le terme » le second membre ne ren- 





i” lu dt dy" 
du du 
4 dela, uw) (“i OTs #4) 
du da dy a dy da. 
(dele, u) um) 
d{ ——— — — 
elu ds 
+ ————__~_—_———-_ = 0 
chic 


De cette relation on voit clairement que, en prenant pour fac- 


teur 
do(x,u) du d¢ 
du dz dx 


expression © Ta Edy — udzx) sera intégrable. 


L'équa tion 
do (yy) 
UT) _ yxy) =0 
sera traitée de la méme maniére; car, apres l’avoir développée, elle 
devient 
a daly, yx’) d?y | dol’) 


yi ay’ dae ay —$(2,7) = 0. 
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Remnlacant y’ par z et identifiant le premier membre & 


on trouve _ 
pai dele) 


=o? 
a du ’ 


enfin 


dy (¥, u) (z + du u) + dq (¥, uw) 


| 
udu dz" ay dy 


devra étre indépendante de «, ce qui donnera 7 “ pour le facteur 
qui rendra intégrable ta fonction du premier ordre, de telle sorte 
que - a (dy — udx) sera une différentielle exacle. 


Les équations du troisiéme ordre : 


(P) ory) =UnI")s 
(7) Ly tony 


qui se raménent aux formes du second ordre quand on élimine dz 


par la relation dc = 7 ne présentent pas de difficulté. 


REMARQUES SUR LES EQUATIONS LINEAIRES. 


4. Une équation linéaire X, =o a m solutions qui peuvent étre 
les intégrales d’équations du premier ordre or — ay = 0. Ces équa- 


tions, qu'on pourrait nommer les composants de X,,= 0, méritent 
une attention ; articuliére. Jusqu'ici gn s'est appliqué a éviter dans 
l'intézrale les fonctions imaginaires par une détermination conve- 
nable des constantes. Cependant, il est utile, dans certains cas, de 
les conserver, sion a en vue la simplicité analytique. Ainsi, les solu- 
. . . a? . 

tions en exponentielles de |'équation od + y =o fournissent des 
composants @ cocfficients constants | 


ay ro 
qa —Il=—0O. 
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Les solutions réelles C sinx, C.cos.x conduisent & des composants 


dy _ dy _ 
de + tingzy=o, qe colzy = o, 


a coefficients variables et, par suite, moins simples. 


2. L’intégrale compléte de X, = o est la somme de 7: solutions 
de la forme 
y = CH(z). 


Il sera quelquefois possible de discuter la courbe qui représente une 
solution, sans intégrer I’équation; cela paratt plus général et plus 
simple que de discuter ]’intégrale compléte avec ses constantes dé- 
terminées par des conditions particuliéres. Ainsi, comme on peut 
toujours faire disparattre le second terme d’une équalion linéaire, 
l’équation du second ordre se raménera a la forme 


ay, 
aa a (z)yr=0, 


de laquelle on déduit, en mullipliant par dy, 


dy? 
qo—2fLrd=0. 


Dans le cas ot f(z) = A?, A étant une constlante, la relation se met 
sous la forme 
dy \ {dy \ _ 
(5 — Ay) (so +4y) = 0. 


Or, il n’est pas difficile de prouver que si ¥ f(r) reste comprise entre 
deux valeurs constantes A’, A’, depuis 2’ jusqu’a X’, les intégrales 
particuliéres de I'équation 


d’y _ 
qa —J(z)r=0 
dépendront de deux équations du premier ordre de la forme 


dy 
ae Hle)Y = oO, 


telles, que (z) sera comprise entre A’ et A’. 


3. Enfin, les solutions d’une équation linéaire pouvant étre con- 
sidérées comme les intézrales d’équations de la forme 


dy 


de (z)y=0, 


—_ 
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en posant dy 
yao”? 


on peut concevoir une équation algébrique 


[y— 7,(z)] [e— 9,(2)]-..= 0, 


dont les racines, ou valeurs de +, conduiront a la valeur de y. 
Si on donne I’équation algébrique 


m+ avt4+....4+ 4, P+ +...=0 
dont les coefficients sont “ee fonetions de x, de cette équation on 


déduira et les dérivées 9 de - en fonction de xz et ces 


Te 
puissances de ¢ ildrieuresd m m.5Si donc on veut former une équation 
différentielle 
d"y b, a" any dy 


yarn ‘yarn! re ot Ont ede dz + m=O 


. ar . dy 
telle, queses sn solutions particuliéres fournissent des valeurs de —— 


Jyilx 
égales aux valeurs de », on posera 
dy 
——_ = v, 
xy de 
et, différentiant plusieurs fois de suite cette relation, on exprinfera 


d“y d™"y 
yao yar 
sances de e. Cette équation du degré m —1 devra étre identique- 
ment nulle pour qu'elle ne soit pas en contradiction avcc |’équation 
donnée en v du degré m. On aura ainsi des relations qui détermi- 
neront 6, 6,,..., 5,,. Le calcul est élégant lorsqu’on transforme 
léquation e*— A™ = 0, A étant fonction de x, en une équation dif- 
férentielle. Si 7 = 3, cette équation est 

dy_ 3A dy _ (t 3AM) &. 

dx* Adar AT oY dx 
On pourrait aussi se proposer de transformer une équation différen- 
ticlle linéaire en une équation algébrique dont les racines représen- 





+> en fonction de x et des m— 1 premiéres puls- 


— A®y = 0. 


° fl . Tr ° . 
teraient les valeurs de ore » Mais ce probleme inverse dépendrait 


d'intégrations souvent impossibles. 


>} 
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NOTE IV. 


SUR LES PROPRIETES DE QUELQUES FONCTIONS ET SUR LA 
REPRESENTATION DES RACINES DES RQUATIONS PAR DES 
INTERSECTIONS DE COURBES, 


par M. E. Paocuer. 


Définitions prctiminaires. — Relations entre les dérivées partielles des 
fonctions P et Q. — Séparation des quantités réelles et des imaginaires 
dans les dérivées de f(s). — Differences finies et difféerentielles toiales 
des fonctions P et Q. — Propriétes des courbes P, Q, P+Q, P—Q. 
— Demonstration d’un théoréme de Cauchy. — Asymptotes des courbes 

P,Q, etc. — Théoréme sur le nombre deus racines des équations algé- 
briques. — Proprictés des surfaces s = P, s = Q. — Remarques. 


DEFINITIONS PRELIMINAIRES. 


1. Si f(z) est une fonction a prenne la forme P + Q /— 


quand on pose z= 2-+yy—1, P et Q étant des fonctions réelles 
‘en «et 7, l’équation 


(1) f(s) =P +Q¥—1=0 


entrainera les suivantes 
P=o0, Q=0, 


et réciproquement. Il suit de la que si x et y» sont les coordonnées 


d'un point variable. la partie réelle et le coefficient de ¥—1 d’une 
racine de l’équation (1) seront respectivement égaux aux valeurs 
numé:iques de l'abscisse et de l’ordonnce d'un point commun aux 
deux courbes données par les équations P= 0, Q =o. 

Les points d’intersection de ces deux courbes peuvent donc étre 
recardés comme formant une représentation géométrique des ra- 
cines de léquation f(z) = 0, et c'est pour rappeler ce ceite propriété 
que nous les nomincrons des points-racines. 


2. On dit en général qu'une équation f(z) == 0 a 7 racines égales 

a a lorsqu’on a f(z) = (2— a)" f(2), f(z) désignant une fonction 

qui ne devient ni.nulle ni infinie pour z= a; or, comme la fonc- 
f ( {*) 

ay" 





tion f(z) = re prend la forme = pour 2 = a, si l'on cherche 
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sa véritable valeur d’aprés les régles connues, on voit que, pour 
_ quelle ne soit ni nulle ni infinie, on doit’avoir 


S(a)=0, flaj=o, f"(a)=o,..., f'(a)=o0, f*(a\Zo 


Tontes les fois que l’équation /(z) aura 2 racines égales, le point- 
racine correspondant sera pour nous |’équivalent de z point=-racines 
qui cotncideraient, et nous Je nummerons, dans ce cas, point-racine 
de Vordre n. 


RELATIONS ENTRE LES DERIVEES PARTIELLES DES FONCTIONS P eT Q. 


3. Relations entre les dérivées partielles du premier ordre. 


Si l'un suppose que z tienne la place de x + 7 y¥—1 dans l'identité 
f(z) = P+Qy-—!, 


et que l'on prenne les dérivées des deux membres, d’apreés la régle 
des fonctions de fonctions, on aura 


fga Le y= E+ Bo, 


d 
f(s) F=f (31 = et + Eva, 
ou 0 
py _ a4 dP — 
, (2) = Th dy v/— 
On obtient ainsi deux expres ions différentes de f’(z), et en expn- 
mant qu’ellus sont identiques on aura les relations - 


\ ue dP _ dQ 
dz dy’ 
(2) 7 
cP _ dQ 
dy dr 


4. Réciproquement, sé lcs relations (2) ont lieu entre les dérivées 
de deux fonctions 


P=: ® (x,y), Q = V(r, y), 


P et Q sont la partie réelle et le coefficient de ~—1 d’ane fonction 
d'une seule variable 2, dans laquelle on aurait substitué 2 + 7 —) 
QZ. 

En effet, posons 


substituons z — y / --1 a. dans cette expression, et prenons la 
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dérivée de W par rapport & y; nous aurons 


dW adPdzr dP (E5+ eva 


Wy ~ de dy * dy + \de dy * 
dc — , 
et comme 7 =—v—1, il en résulte 
AW dP dQ dQ dP 
ay =(GtE)H(G ~ de )Y 


Or, le second membre est identiquement nul d'aprés I'hypothése. 


On a donc aul =o. Ainsi, le résultat de la substitution est indé- 


pendant de y, et par conséquent W se réduit a une fonction de 2, 
qui, par la substitution de z+ 7°Y—1 az, devient P+ Q f/—1. 
_ & Q F. Dz 
3. Relations entre les dérivées partielles du second ordre. 


Les relations (2) étant identiques, on pourra prendre les déri- 
vées des deux membres de chacune d'elles : on obtiendra ainsi 





(3) 


CP d?Q d’?P — a?Q 
dct dxdy’  dxdy dy?’ 
QP a’Q_ ap. 
dx? dxdy’ dzdy dy?’ 

dot résultent les relations ; 

ap __ ap 
dct dy?" 
@Q_ _a°Q 
dz ~ dy? 


RéciproguemeEnrt, si (’une des relations (3) est vérifiée par une 
fonction P, il sera possible de trouver une seconde fonction Q telle, 


que P ct Q résultent de la substitution de x +-y Y—1 @ la place des 


dans une certaine fonction ¢ (2). 


En effet, si l'on pose Q arc on aura 


AQ dP _ dP 
dy dz’ --/(F Y= ~ dy 


Ainsi, les relations (2) sont vérifiées par les fonctions P et Q, et 
par suite, il existe une fonction » (=) telle, que l'on a identiquement 


e(z+yv¥—1) =P+Qy¥-1. 
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6. Relations générales entre les dérivées partielles de P et celles 
de Q. : | 
On tire des équations (2), en les différentiant 4 —1 fois par rap- 
port a z, et 2 — 4-+-1 fois par rapport ay, 


a"P d*"Q 
| ( da’ dy"* — da dye ? ~ 
QP 
dakdy™* dat dy"**! 
7. Relations entre les dérivées partielles de P ou de Q. ° 
On tire des équations (3) par la différentiation 
ap d*p 
‘ | Let = — ae 
q 
“Qs d"Q 


addy = — ye 


Ces équations expriment une propriété commune aux deux fonc- 
tions P et Q. En y faisant successivement 4 = 2, n—~— 2, 2 —4,..., 
puis A= 21 —1, n—3, n—5,..., on obtient : 





ap dP PP 
ade dx dy) dx—“dy——sd*“*dy** —' 
ap d"p d"p ___4a"P . 

(6) de"dy dx idlyp de dy daddy"? 
dQ _ a"Q__aQ__ awtQD_ 
an Oda dy? dx*"dy* aa *dy* 
_@Q _- a"Q_ ag QQ, 

\dx— dy dad? dxt8dy®—— de*dy* 


Ainsi, toutes les dérivées partielles de P ou de Q d'un méme 
ordre, dans lesquelles Vindice de différentiation rclatif a une 
méme variable est en méme tenps pair ou impair, sont égales en 
valeurs absolues. 

Et si Pon range ces dérivées suivant un ordre de grandeur de 
cet indice, les signes +- ct — se succéderont alternativement, 


SEPARATION DES QUANTITES REELLES ET DES IMAGINAIRES 
DANS LES DERIVEES DE f(z) 


8. En différentiant par rapport 4 z les deux membres de |! iden- 
tté f(z) = P+ Q Y—-1, nous avons trouvé 


f(a = 4+ Bo. 
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Cette formule fait voir que pour obtenir la partie réelle et fe 


coefficient de ¥ —1 de la dérivée d'une fonctton, il suffit de prendre 
Jes dérivées par rapport 4 z des parties analozues de cette fonc- 
tion. En prenant 7 fois de suite la dérivée par rapport a xr, on 


trouve 
_ dd" Pe. d"Q J. 
I*(2) = ae + ar V 


On peut donner a cette expression deux autres formes et n’y 
employer que la fonction P ou la fonction Q. Il suffit d’y remplacer 
*d"Q d*p d*p ad 
a" par ey’ ou Wa par da dy 
d’aprés les relations (4). On aura ainsi 


; dnp d®P 
(/ (2) = oe a 7 ao 


| fe) = geet Then, 


» ce qui est permis 


(7) 


DIFFERENCES FINIES ET DIFFERENTIELLES TOTALES DES FONCTIONS 
P er Q 


9. Les propriétés précédentes permettent de développer les 
accroissements des fonctions P et Q suivant les accroissements de 
leurs variables. 

Si dans f(z) on change z en (z+ Ax-+4y7/—1), on aura 


ay (te+4 (az + arv— i) 


a ty ve ee 


Af(z) = f(z) + R. 


En posant 
°-Ar+ayyY—1 = r(cosé + /—1sin8), 


nous aurons, par la formule de Moivre, 


(Sx + Ar Y—1)" =r"(cosn6 + Y—ssinnd). 


D'ailleurs la premiére formule 7) donne 


f" (c#+yY¥—1) = = 7 Lee yay, 
donc on a 
Af <AP + aQ yt 
=) — — (cosn9 + /—1 sin 26) (iH ig v-i) 


+R, + Ry, 
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et, en séparant les: parties réelles et les parties imaginaires, 


“Pp d"p 
jer “Iota = mols ee ©0828 + bp sinnd) +R, 
(8) « n 


nn d*p d* Pp 
| aQ =2 1.2.3...2 = ( sinnd — dy cosnt) + R,. 


t 


10. Si !’on suppose Az et Ay infiniment petits, le terme général 
de chaque déveluppement devient la différentielle totale du n*™* 
ordre de P on de Q, diviste par le produit 1.2.3...”. On aura 
donc, en appelant » la limite de l'anzle 9, et en observant que 


r= Yic+dy =drY¥i+covo oy 





sInw 
d"™P c d® 
tla 08 7 Ty sine 
d*P = - dy", 
( ) sin’ o) 
”" ae sinze "P COS 726 
—— — en ee ) 
At 1] a 
d’Q= in A SD 
sin" w 


PROPRIETES DES COURBES P ET Q. — POINTS MULTIPLES, 


11. Pour abréger, nous appellerons courbe P, courbe Q, le 
courbes représentées par les équations P = o, Q = o. Nous suppo- 
serons que le systeme d’axes auquel on les rapporte est rectangu- 
laire. 

Une propriété remarquable de ces courbes est d'avoir chacune 
un point mulliple de lordre 7, toutes les fuis que l'équation pri- 
mitive f(z) = oan racines évales entre elles. Pour le démontrer, 
il faut faire voir: 1° que les fonctions P et Q s’annulent avec leurs 
dérivées partielles jusqu’a l'ordre 2 -—1 inclusivement quand on y 
substitue les coordonnées d'un point-racine de l’ordre 2; 2° que 
chayue courbe possede en ce point z tanzentes distincles. 


i2. Premiérement, quand f(z) a” racines égales a x + 7 ¥—1, . 
on doit avoir, ¢ désignance un nombre au plus égal a x, 


dP -— 
S(z+y7V—1)= oF ge = 0, 
celte équation entraine les deux suivantes : 
d'P d'p 


at ait = 
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Il résulte de Ja et des relations (6) que toutes les dérivées de P de 
lordre i sont nulles, et comme / est compris entre o et 2 — 1, il ect 
donc démontré qu’en chaque point-racine de ]’ordre 7 toutes les 
dérivées partielles de P s’annulent jusqu’a |’ordre z — 1 inclusive- 
ment. —- Méme démonstration pour Ja fonction Q. 


43. En second lieu, /es courbes P et Q ont chacune, au point’ 
(zc, x), a tangentes distinetes. 

Considérons d’abord la courbe P. 

On obtiendra le coefficient angulaire F = tang da la tangente 
menée 4 la courbe par le point (x, 7), en égalant a o la différen- 
tielle totale du 2*"* ordre. D’aprés la formule (9), l’équation qu'il 
faudra poser sera donc 

d*P ad" P sinnw 
ae OS™ + daly j 


sin* w . 
Le dénominateur de cette équation n’est jamais supérieur & lunité, 
et il ne peut devenir nul en méme temps que le numérateur qu’au- 
tant qu'on a 
d"Pp 
ri oa 





= Od, 


Mais ce cas peut étre écarté, car il suffit, pour l’éviter, de changer 


ap 


la direction des axes de coordonnées. Donc si l'on suppose aX 0, 


on aura toutes les solutions de cette équation en posant 


ap 
de 
(10) tangzo = — api 
dz"'dy 
et si l’on fait 
d"P 
_ da" | 
lang # = — di 
ey 
on aura 
nwo = pet Ar, 
d’ou 


- 
ae 
—~ 8 


fe 


—~Pi, 
(11) ® = A 
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Pou: avoir toutes les tangentes 4 la courbe P, il suffit de donner. 
ales valeurs 0, 1,2,..., 2 —1, et l'on obtient 2 valeurs de 0, 


. . . ; . Tt 
formant une progression arithmétique dont la raison est - Done 


la courbe P présente, au point considéré, x tangentes distinctes et 
tellement disposées, que deux tangentes consécutives comprennent 
un angle égal & la ”’*™ partie de deux angles droits. 


44. il importe de remarquer qu’un poiat-racine de lordre 7 ne 
peut dire un point d’arrét ou un point isolé, pour aucune branche de | 
la courbe P, du moins dans le cas ot la fonction P est continue. En 
effet, l’équation qui donne tang » ayant toutes ses racines inégales, 
on voit facilement, en développant P par la série de Taylor, que 
cette fonction changera de signe quand on y substituera suc¢essive- 
ment les coordonnées de deux points suffisamment rapprochés du 
point N, et situés de part et d’autre d'une méme tangente. 


43. Un calcul analogue a celui que nous avons fait pour la courbe 
P assignerait aussi a la courbe Q, en tout point-racine de |’ordre x, 
a tangentes distinctes et tellement disposées, que deux tangentes 


consécutives comprennent un angle égal a “. On peut déja en con- 


clure qu’entre deux tangentes conséculives a la courbe P il ya tous - 
jours une tangente a la courbe Q. Mais je dis de plus que : 

Les tangentes @ la courbe Q sont les bissectrices des angles for- 
més par les tungentes a la courbe P. ° 

Pour le démontrer, rappelons-nous la formule 

dl" Pp 

dx" 
aP 


, di dy 


(10) Luingne = — 


En appelant v langle qu’une tangente a la courbe Q fait avec l’axo 
des x, nous aurons de méms 


d"Q 
onenv fh. 
(12) ong nv = — d"Q 
dz dy 
Or, d’aprés les relations (4 ), 
a*Q _ d"P a7Q "P, 
de ~~ ded de™idy = de” 
donc 
tanga langn2u= — 1, 


Stram. — da., Il. 24 
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doit 


19 
Rom Nv + a? 


(13) OS OR 


o» —vest l’angle compris entre une tangente a Ja courbe P et 
une tangente & la courbe Q Ja plus voisine, etl’équation (13) montra 
que cet angle, abstraction faite du signe, est la moitié de langle 


uy . ‘ - 
-, compris entre deux tangentes conscéculives 4 la courbe P. 


16, Les résultats précédents comprennent le cas particulier d'un 
point-racine simple. En un point de celte espéce, l’angle ~ ~ formé 
par la tangente a la courbe P et la tangente a la courbe Q se réduit 
a “. On peut d’ailleurs l'établir directement. Ainsi : 


En un point-racine du premier ordre les courbes P et Q se cou- 
pent a ange droit. : 
Cette propriété appartiendrait encore aux courbes représentécs 


par les équations 
P=A, Q=B, 


A et B étant deux constantes quelconques. 


PROPRIETES DES COURBES DONNEES PAR LES EQUATIONS 


47. La courbe qui a pour équation P — Q = oest le lieu de tous 
les points dont les coordonnées, substituées dans les fonctions P et Q, 
donnent des résultats égaux et de méme signe. Ea chaque point de 

P rag 
cette courbe le rapport 0 est egal at. 

La courbe qui a pour équation P+ Q = 0 est Ie Jieu de tous les 
points dont les coordonnées, substituées dans les fonctions P et Q, 

, . . P 
donnent des résultats egaux et de signes contraires. Le rapport = 


Q 


y est constamment ézal 4-— 1. 

Les courbes P — Q, P+ Q jonissent des mémes propriétés que 
les courbes P et Q, et il suflit pour le démontrer d’observer que les 
fonctions 


v=P-—9, 7=P+Q, 





et 
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sont la partie réelle et le coefficient de Y—1 de la fonction 


(st-y—1) f(z) = ao (P+Qy—1) 


D'ailleurs p et s'annulent évidemment avec leurs dérivées jusqu’a 
ordre 2 exclusivement, quand on y substitue les coordonnées d’un 
point-racine de Pordre 7; d’ot il suit que : 

En un point-racine de Vordre n: 

1° La courbe P —Q an tangentes distinctes dont chacune fait 


, 
avec celle qui la suit un angle égal a —; 
R 


a° La courbe P+Qa aussi _n tangentes distinctes qui sont les 
bissectrices des angles formés par les tangentes a ln courbe P — Q. 


48. Pour construire les tangentes a nos deux nouvelles courbes 
il suffit de connaitre Vangle qu'une langente a l'une d'elles fait avec 
une tangente a la courbe P. 

Soit tang v« le coefficient angulaire d'une tangente a Ja courbe 
P — Q: on a trouvé plus haut 

ad”"P 

da" « 

dp? 
da" dy 


(10) tangze = — 


4 cause de la symétrie du calcul, on aura aussi 
a" p 
da” , 
a" p 
dzx"-'dy 


(14) tangas = — 


dsp. dP d"Q_ "Pde 


dz” da da da* + ax"! dy’ 
d™ p d"P d"Q d"P dnp. 


— ee 
—————eeeee OE eee 


da dy dz" ‘dy da""dy  dx™"‘dy— dx" 


donc 
d"p d*p 
tangas = — dc + dy _ — (tangro-+1) = tane ( a =) 
dl" Pp dep —1—tangre ) 
da*“"dy ~ a 
d'ot ) 
(15) ew, 
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De la résulte que si on construit, comme au n° 14, les tangentes 


aux courbes P et Q, et que si Von désigne respretivement les angles 
consécutifs formeés par ces tangentes par les nombres 


O, 1, 2, 3,..-, 


les bissectrices des angles de rang pair seront Ics tangentes ala 
courbe P +- Q. Les bissectrices des angles de rang impair seront les 
tangentes ala courbe P — Q. 


- 


DEMONSTRATION D'UN THEOREME DE M. CAUCHY. 


49. Tracons autour d'un point-racine N, de l'ordre 2, un cercle 
assez petit pour que dans son intérieur les courbes P, Q, P— Q, 
P+ Q se confonident sensiblement avec leurs tangentes, et, par 
suite, ne puissent s’y couper mutuellement ailleurs qu'au foint N. 
Un point mobile M qui parcourra la circonférence dans le sens direct 
de rotation, cest-a-dire en allant des z positifs aux y positifs, devra 
rencontrer 27 fois chacune des quatre courbes, et toujours dans 
Vordre suivant : 


..., P—Q, P, P+Q, Q, P—Q, P, «ee 


Concevons qu’a chaque positicn du point mobile on substitue ses 
; P .P . 
coordonnées dans le rapport 6 De la courbe P — Q, oi = est posi- 


Q 

tif (17), le point M passe sur la courhe P, od 5 s’annule, ef de la immé- 

, .?P ya. , 
dialement sur la courbe P + Q, ot 0 est négatif. Done chaque fois 
que le point M traverse la courbe P, le rapport 5 passe du positif 
au négatif.Ce rapport passe, au contraire, du négatif au positif chaque 
fuis que le point M traverse la courhe Q. 

Donec lorsque le point mobile sera revenu a sa position initiale 


apres avoir rencontré 22 fois la courbe P et 27 fois la courbe Q,,. le 
> 


rapport 5 aura passé 27 fois du positif au négatif en s'’évanouissant, 


el2r fois du négatif au positif en devenant infini. 

Si au lieu d'un cercle ou d'un contour convexe on trace unc courbe 
fermée trés-petite, qui présente des sinuosités, le point mobile 
pourra traverser plusieurs fois chaque portion de Ja courbe P, mais 
il devra la traverser une fois de plus dans le sens direct que dans 
le sens rétrograde, puisqu’il dcit revenir 4 sa position initiale. Done, 
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pour chaque portion de la courbe P, le rapport 6 passera une fois 


de plus du positif au nézatif que du négatif au positif, et quand le 
point mobile sera revenu au point do départ, ce rapport aura passé 
en s'évanouissant 2/2 fuis de plus du positif au négatif que du né- 
gatif au positif. Au contraire, ce rapport aura. passé en devenant 
infiniax fois de plus du négatif au positif que du positif au négatif. 

Ainsi se trouve démontré, pour un cas particulier, un théoréme 

remarquable dad 4 M. Cauchy, et dont voici l’énoncé : 

-Le nombre des points-racines situés dans Vintérieur Van contour 
ferme, ensupposant quil ne s’ern trouve aucun sur ce contour meéuic, 
est égal @ la demi-différence entre le nombre des variations |*) 

° ; ; P 
descendantes et celui des variations ascendantes du rapport 0° pour 
toite Vétendue du contour suppose parcourn dans le sens direct de 
rotatiun, 


20. Du cas pafticulier que nous venons d’examiner, on s'éléve 
au cas général par les considérations suivantes, empruntées a un 
Mémoire de MM. Sturm ct Liouville (Journal de Mathématiques, 
t. I, p. 278) : 

« Soit A l’excés du nombre des variations descendantes sur [8 


1 gs P , 
nombre des variations ascendantes du rapport — » pourun contour qui 


Q 


renferme p racines. Il faut démontrer que |'on a x = ~ A. Or, 


» 1° Le théoréme est évident pour un contour quelconque ABC, 
lorsque dans l’intérieur de ce contour et sur le contour inéme on n‘a 
jamais P == 0; alors, en effet, les deux nombres p» et A sout tous les 


oar . i ae 
deux nuls, et par suite léquation p = 5 fest salisfuite. 


» Elle est satisfaite encore lorsque dans l’intérieur du contour ABC, 
el sur ce contour méme, on n’a jamais Q = 0; le nombre » est alors 
encore égal 4 zéro, et je vais prouver que l'on a aussi \ =o. En 


.  P ; ; . 
effet la fraction 3° quand on aura fait un tour entier pour revenir 


au point de départ A, cevra se retrouver en ce point affectée du 
méme signe que d’abord elle possédait, quand Je mcuvement a com- 
mencé : donc cette fraction doit changer de signe un nombre pair 





(*) Jappello variation ascendaniec le changement de signe d'une quan- 
tite qui passe du négatifau positif en scvanouissant. Une variation des- 
eendante est le contraire. 
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de fois, toujours en s‘évanouissant, puisque son numérateur seul 
peut devenir nul, et en passant alternalivement du positif au né- 
gatif et du négatif au positif ; donc enfin l’excés 4 du nombre de fois 
ov elle va du + au — sur le nombre de fois ov elle va du — au + 
en s'évanouissant, est égal a zéro; ce qu'il fallait prouver. 

» 2° Quand le théoréme de M. Cauchy a lieu pour deux contours 
ABCA, ACDA qui ont une partie commune AC, il a lieu ézalement 
pour le contour total ABCDA formé par leur réunion. En effet, 


_ .P ,, : 
l’excés 4 du nombre de fois ou 0 s’évanouissant passe du -+ au — 


sur Je nombre de fois od celte fraction en s’évanouissant passe du — 
au + est le méme, soit qu'on parcoure le contour total ABUDA, 
soit qu'on parcoure successivement les deux contours ABCA, ACDA, 
puisgu’a chaque passage du +- au — oudu — au-+, qui a lieu quand 
on va sur le cdté AC de C en A, répond un passage inverse du — 
au -+- ou du + an —, quand onva sur le méme célé de A enC. Or, 
en supposant que lo nombre des racines soit égal a p’ dans le con- 
tour ABCA, et 4 p” dans le contour ACDA, on a A= ay’ pour le 
premier de ces contours, el A=ap" pour le second, puisque le 
théoréine de M. Cauchy est supposé applicable a l'un et a l'autre, 
d’aprés ce qu'on vient de voir: i] résulte de 14 que, pour le contour 
total ABCDA, on a A = a(u’+ 2"); donc le théoréme de M. Cauchy 
est vrai pour le contour ABCDA qui renferme pz'-+- pz” racines. 

» Sil‘on considére un nombre quelconque de contours juxtaposés, 
pour chacun desquels ce théoréme ait lieu, il aura lieu évalement 
pour le contour total formé par laréunion de ces contours: c'est ce 
qu on verra en réunissant ces contours successivement deux 4 deux, 
comme on peut le faire d’aprés ce qui vient d’étre démontré. 

» 3° Etunt donné un contour quelconque ABC, on peut toujours le 
concevoir divisé: 1. En contours convexes tracés aulour de chaque 
racine contenue dans lintérieur Ge ABC, assujettis aux conditions 
énoncées n° 19; H. En contours semblables 4 ceux dont ona parlé (1°), 
c'est-a-dire pour lesquels on n‘a jamais a la fois P = 0, Q= 0. Le 
theoreme de M. Cauchy ayant lieu pour tes diverses parties dans les- 
quelles on divise le contour ABC, aura lieu pour ce contour méme 
ABC, dont la forme est arbitraire. 

» Ce théoreme est donc entierement démontré. 

» Toutefois, nous excluons formellementle cas particulier oa, pour 
quelque point de la courbe ABC, on aurai& a la fois P = o, Q = 0: 
ce Cas particulier ne jouit daucune propriété réguliere, et ne peut 
donner lieu auucun théoreme; car, des qu’on l'admet, lexces 4 peut 
varier avec la forme du cuntour sans que le nombre p varie; de sorte 
qu’il n’existe alors entre » ct 4 aucune relation constante. » 
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ASYMPTOTES DES couBBES P, Q, P—Q, P+ Q, DANS LE cas ov P 
ET Q SONT DES FONCTIONS ALGEBRIQUES ET ENTIERES. — THEOREME 
SUR LE NOMBRE DES RACINES D'UNE EQUATION ALGEBRIQUE. 


21. Suit une éyuation algébrique et entiére de degré #7, 


f(z) = (A, +B,/—1) 74+ (A,4+By—1) 24+... 
+ (A, +B, Y—1) = 0; 
Si nous posons 
z=a2+y~—1= r(cosa+ y/—tsinw), 


A, + B,/—1 = p,(cosx, + /—1sinz,), 
nous aurons . 


f(cty¥—1) =P4+0V¥—1 
= pr™[cos(2 + mom) + —tsin(e + me] 
+ pr™—"\oosfx, ++ (mm —1)0] + Y—rsin[2, + (m —1)e]} eens, 
d’ou | 
P = pr™cos(a + mo) +0,r™-'cos[z, + (v1 —1) 0] 
+ p,r™-*cos[a, -+ (mm —a)of}+..., 
Q=pr™sin(a+ mw) + p,r™'sin[a, + (a —1) 0] 
+p, r™?sin[ 2, 4+ (wi — a)oj+.... 


Les polynémes P et Q ainsi définis, nous allons chercher les 
asyimplotes des courbes données par les éyuations P = 0, Q = 0. 


22 Les coefficients angulaires des asymp!otes d'une courbe al- 
gébrigue de degré w s’obtiennent en éyalant a o la somme d's 
termes de son équation qui sunt du a" dezré, apres y avo:r fait 
r= rcuse, Y = rsinew. 

Or, les termes du *degré dans les polynémes P ct Q proviennent 
évidemment de.la substitution de «+ yy/—1 a la place de z dans 
lc terme (A, + B,/—1 ) 2" de ’équation f(z) =o. Done, si réser- 
vant w pour désigner l'anzle qu’une asymptote a la courbe P fait 
avec l'axe des a, on appelle v l'anle analogue relatifa la courbe Q, 
on obtiendra » et v en posant 


epr™cos(a-+- mw) =o, pr”sin(x-+ mv) =o, 
d’ou \'on tire 
a 3 x t 1 


(16) o=—— phy 7, ype — 24-4 uw -*. 


{ 
i MM 2 MM Me WM 2 


36 COURS D'ANALYSF. 


23. Quand I’équation d’une courbe du degré m est telle, qu’on 
puisse faire disparaftre les termes du (m — 1)" dezré en posant 
‘w= 2'+ax, ¥=7'+7,, on sait que toutes les asymptotes de 
cette courbe passent par le point (2,,.7,). 

Les courbes P et Q sont dans ce cas. __ 

En effet, si dans l’équation f(z) = 0 on fait s=2’+-2,+y7,~¥—1) 
il suffira, pour faire disparaitre le terme en 2~', de poser 


_ 1 A, +B y¥-1 
TIS oe RB Var 


ou bien, séparément, 
1 A, A, +B, B, 


5 eee 


B, _ 1 A,B, — A,B, . 
m At+B? ? 7'*~ im” S3+Bi 


La transformée en 2’ n’ayant pas de termes du (m — 1)*"* degré, 
les polyndémes P,, Q,, analogues a P et a Q, que l'on déduit de cette 


trangformée en posant 2’ = 2+ 7’ /—1, n’auront pas non plus de 
termes de ce degré. . 

Mais il e«t évident que P, et Q, sont ce que deviennent P et Q 
quand on y fait r= .27'+ 2, y= 7'+,,. Ainsi, les polyndmes P 
etQ perdent leurs termes du degré m —1 par ce changement de 
variables, et, par suite, toutes les asymptotes des courbes P et Q 
passent par le point (.x,, 7,)- | 


24. Des formules (16) il résulte ; 1° que les deux courbes P et Q 
ont chacune 2 asymptotes distinctes ; 2° que deux asymptoles 


: , 
consécutives de l'une d’elles comprennent un angle égal & am 


dont la bissectrice est une asymptote de |’autre courhe (*). 

La construction des asymptotes est donc la méme que celle des 
tangentes en un point-racine de l’ordre 2. 

Les équations qui dunnent tang et tangy n’ayant que des ra- 
-cines inégales, les asymptotes ainsi obtenues sont bien réelles et 
s'approchent indéfiniment des courbes P et Q, tant du cété de I’in- 
fini positif que du cété de Vinfini négatif. 


25. Les courbes P — Q, P + Q ont aussi chacune m asymptotes 
qui passent par le point (z,, »,). Leur position par rapport aux 
asymptotes des courbes P et Q est la méme que celles des tan- 
gentes n° 18. Il résulte de la que si du point (2,, 7,} on décrit 


(”) Ces proprictés des asymptotes ont été remarquées par Gauss et 
publiées par lui, en 1799, dans une thése intitulée : Demonstratio nova 
theorematis omnem fonctionem algeb: arcam rationalera integram unius varia- 
bilis in factores reales primi vel secundi gradus resolvi posse. Helmstadii. 
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un cercle assez grand pour que, prés ‘de sa circonférence, Ics 
courbes se confondent sensiblement avec leurs asymptotes, un 
point mobile, parcourant ce cercle dans le sens direct de rotation, 


rencontrera 2 fois chacune des quatre courbes, et toujours dans 
ordre suivant : 


..-, P—Q, P, P+Q, Q, P—Q.,.... 
Par conséquent, la différence entre le nombre des variations des- 


. “as ; P 
cendantes et celui des variations ascendantes du rapport 0 sera 


égale puur ce contour 4 2m. Le nombre des points-racines qu'il 
renferme est donc égal a a, et comme au dela les courbes ne 
peuvent pas se couper, on en conclut que toute equation alge- 
brique et entiére, de degré m, a coefficients quelconques, admet 
m racines de la forme « 4-6/—1. ; 


PROPRIETES DES SURFACES DONNEES PAR LES EQUATIONS 


= P, z= Q. 
26. Si dans lintégrale définie (473) 
2% 
f F(a) d§==2 nf (o), ‘N 
re) e 


ou w tient la place de x +7 f-1= r (cosd + /—1sin8), on sup- 


pose f(«) de la forme (au) + V (u)yY—r, ® (u) et ¥ (x) étant des 
fonctions réelles de uw, on aura séparément : 


2% an. 
f Pd) = an(0), f Qdd = an¥ (0), 
rs) 0 


P et Q ayant toujours la méme signification, mais devant étre con- 
sidérées comme des fonctions réelles de rsin9 et de rcos9. 

Voici une conséquence remarquable de ces formules : 

Soit V le volume d'un corps compris entre la surface z = P, le 


plan zy et un cylindre droit ayant pour axe l’axe des 2 et r pour 
rayon. On aura 


r 
v= [ {redrat “f rao f'P Pd§ = axrd(o o) f rdr, 
0 


et enfin 
V=-nr’(o). 
Ainsi le volume considéré est égal 4 celui d’un cylindre ordinaire, 
de méme base et ayant pour hauteur ¢ (0). 
En appelant U un volume analogue, dans lequel la surface z = Q 
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remplicerait la surface 2 = P, on aurait de méme 
U= rr’ (0). 
Dans le cas oti la fonction f(«) est réelle, ce volume est con- 


stumment nul. 
REMARQUES. 


27. Les courbes données par les équations P -- 0, Q=o0, ne 
sont pas les seules qui puissent servir 4 représenter par leurs 
intersections les racines de l’équation f(z) = 0. En effet, on ne 
change pas les racines de cette équation en multipliant son premier 
membre par une constante réclle ou imaginaire. Or, le premiet 
membre de I’équation 


(2+ by—1) f(z) =0 
se changera pour 2 — z+ y/—1! en 
aP —6Q+(6P + aQ)y—1, 
et les courbes données par les équations 
P, = aP—6Q =0, Q,— 6bP+aQ=o0 
se couperont aux points-racines de la proposée. 


Les courbes P, el Q, jouissent des mémes propriétés que les 
courbes P et Q, ‘et si l'on ajoule a cetle remarque, qu’en chaque 


point de la courbe P, le rapport -est égal a =? on aura deux 


théorémes, qui pourront s‘énoncer d'une maniére abrégée comme 
il suit: 
Pp 
Le rapport ry ala méme valeur @ tous les sommets dun poly- 


gone régulier infiniment petit de an cétés, dont le centre est un 
point-racine de Coritre n. 


P . ; ’ 
Le rapport 0 ala méme valeur a tous les sommets Cun poly- 


gone régulicr infiriment grand de 2m cétés dont le centre est le 
point de concours des asymptotes, — Le dernier théoréme n/a lieu 
que dans le cas 0 P et Q sont des fouctions algébriques et entieres 
de degré a. 


28. Tous les théorémes démontrés dans cette Note ne s'appliquent 
qu'aux fonctions que M. Liouville appelle bien déterminées, c est-a- 
dire & celles qui ne prenneal qu'une seule valeur pour chaque va- 


leur de la variable z = 2+ yy—1, et qui varient d’une maniere 


continue quand le point (2, 7) se dépluce suivant une courbe quel 
conque. 
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NOTE V. 
EXERCICES SUR LA RECTIFICATION DES COURBES PLANES, 


par M. E. Provuner. 





Formule pour fa rectilication des arcs. — Approximation des arcs. — 
Trausfurmation des arcs de courbe. — Courbes rectifiables. 


FORMULE POUR LA RECTIFICATION DES ARCS DE COURBE PLANE. 


4. Soient AB une courbe plane, O un point pris dans son plan, 
OP une perpendiculaire a la tangente menée a la courbe AB par un 
de ses points M: La normale a@ la courbe, lieu des points P, s’ob- 


tient en soignant le point P au milieu de la droite OM. 
2. St Von désigne par p la perpendiculaire OP et par wo Vangle 
que cctte droite fait avec un ace fixe, on aura 
dp 
pM = + . 
do ; 


Cela résulte de ce que PM est ézale & la sous-normale de la po- 
daire (c'est ainsi qu’on nomme le lieu des points P), quand on con- 
stdére p et w comme des courdonnées polaires. 

3. Sé du point O on abaisse une perpendicalaire OQ sur la nor- 
male CM @ la courbe AB, C étant le centre de courbure, on aura 


car le point Q appartient 4 la podaire.de la développée de la 
courbe AB. ; 


4. Si Von désigne Vare AB par s, et par x et 6 les angles que les 
nornules aux points A ct B font avec un axe fice, on aura 


_ 3 dp dp 
0 flats (Hye 


En effet, p étant le rayon de courbure, on a 


B 8 2 
r= f pdw =| (OP + CQ) dw = f° (w+ Gh) a 
x a u 


3. Quand le point Oest le point de concours des norimales extremes, 
et plus généralement quand les extrémités de Care AB soat égale- 
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ment distantes des points correspondants de lu podaire, on a 


(Ir) s= [indo 
a 


Conséquence de (2) et de (4). 

6. La formule (1) ne change pas quand on change p en 

Pp+acoso + dbsine. | 
Analyliquement cela résulte de ce que 
z= acosw -+ bsinw 
est l'intégrale générale de !’équation 
d*z 

da? — % 


géométriquement cette transformation revient 4 déplacer le point O 
d’ou l’on abaisse des perpendiculaires sur Jes tangentes 4 la courhe. 


2+ 


APPROXIMATION DES ARCS DE COURBE. 


7. Soient AB un are convexe, O un point pris dans la concavite 
de cette courbe, o Uangle des normales ertrémes, en désignant 
PAP By, Pyy Par +++ > Pog les rayons de courbure qui font avec la ror- 

as 3a 


. a 
male au point A les angles 0, —» —1 _3+*+) on aura 
2H an an 


+ 4 
AB> oa? se Pas 221 Fa Pe, 


AB co Pecbpachs ++ Posey, 


a 


» ° a} Ng ° ’ . 
si Vailleurs Te? est négqtif pour les valeurs dew comprises entre 
ds 


‘oes. 
Ces deux inégalités résultent de ce que { pdw peut étre consi- 


déré comme l’aire d'une courbe convexe dont p et » seraient les 
coordonnées rectangulaires, 


8. Si O est le point de concours des normales extrémes, et p,, 
Pris Pasveees Pay Ces perpendiculaires abaissées see “es cétés d’un po- 
lygone équiangle circonscrit a la courbe AB, on aura 


4 4 
AB =Jime BP a Pye P ye Pe pourn =o, 


AB =_ lim a PP t. ° oot Pans 


urn = 6, 
A po 
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9. Svit CD une droite partagée au point E en deux segments, 
CE =a, CD=b. Si l'on partage en 2” parties égalrs la demi- 
circonférence décrite sur CD comme diamétre et que l'on désigne 
POT Pus Py ++ +s Pag (eS droites menées du point E aux divers points 
de division, le périmétre de Uellipse ayant 1a et 2b pour axes sera 
compris entre deux circonférences ayant pour rayons : la premiére 
2Po t+ Prt Pete +5 Pws, 
n 
et la scconde 


P+Pst-: +t Pret, 
n 

Le théoréme aurait‘encore lieu si le point E était pris sur le pro- 
loungement de CD et que l’on edt encore EC = a, ED = b. 

40. La moyenne des distances d'un point pris dans le plan @un 
cercle, aux sommets @un polygune régulier une infinité de cétés 
inscrits dans le cercle, est egale au périmeétre d’une ellipse ayant 
pour demi-axes la plus grande et la plus courte distance du point 
ala circonférence, divisé par 2x. — Cas ott le point est pris sur la 
cireonférence. 

Conséquence de (9). 


4). Le périmeétre d’une ellipse ayant pour axes 1a et 2b,a> b, 
¢tant désigné par E, on a 


E> 25, E<ara 


E>anr a+b EcarVo Tt aa? + 26" 
2 2 


) 


E> ant tbtvae ra? py VOU H Yaar aaa F 


Conséquence de (9). 


TRANSFORMATION DES ARCS DE COURBE. 


12. Si AB et A’B’ sont deux droites paralléles, et a, b, des points 
pris sur les droites AA’, BB’, de telle sorte que 


Aa _ BO Lm 

ia” Bb” nn’ 

nAB+ mA'B' 
moan 


On prendra le signe + si les droites AB, A‘B' sont dirigées dans 
le méme sens, et le signe — dans le cas contraire, 


on aura 
ab 
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13. Si plusieurs polygones ABCD..., A'B'C’D’..., ABCD". .., 
ont leurs cdtés respectivement paralleles, sia est le centre de gracité 
des sommets homologues A, A', A",...; 6 celui des sommets B, B', 
B’,..., et ainsi de suite, le polygone abcd... aura ses cétes paral- 
léles a ceux des premiers polygones, et son périmeétre sera cgal @ 
la moyenne arithmétique des périmétres des polygones proposes. 

Se démontrera d’abord pour deux polygones, puis pour trois, et 
ainsi de suite, au moyen du théoréme 42. 


44. Soient C, C’, C’,... plusieurs courbes, A, A’, A’,... des points 
appartenant respectivement a ces courbes et tels, que les tangentes 
en Ces pcints soient paralléles. Soita le centrede gravité des points 
A, A’, A’,... considérés comme des points matérieis de poir's 
égaux. Si les points A, A',... se meuvent sur leury courbes respec- 
tives en remplissant towours les conditions précédentes, Varc de 
courbe décrit par le point a sera égal a la moyenne arithmeétique 
des arcs décrits par les points A, A',..., en prenant avec le meme 
signe les ares décrits dans le meme sens. 


18. Etant cdorné un are AB, le transformer en un arc d’espéce 
différcnte etde méme longueur, 

Soient OA et OB les normales menées aux extrémités de l'arc AB. 
Soit A’B’ ce que devient AB quand cn fait tourner la fizure autour 
de la bissectrice OC de langle AOB. En appliquant le théoréme 4 4, 
on aura une courbe ab égale a la demi-:omme des arcs AB et A'B’, 
el par consequent égale a chacun de ces arcs. 

La courbe ab est symétrique par rapport a OC. En doublant les 
dimensions d'une de ses moitiés sans changer sa forme, on aura une 
courbe a’c’ de méme longueur que AB, mais dunt les normales 
extrémes feront un.angle éval a la muitié de l'angle AOB. 

En opérant sur a'c' comme sur AB et répétant indéfiniment cette 
suite d'opérations, on transformera arc primitif en afcs de méme 
longueur dont les normules extremes feront un angle de plus en plus 
petit et qui, par conséquent, différeront de moins en moins d'une: 
lizne druite. 


16. Dans la transformation précédente, on a changé un arc AB 
enun autre arc de méme ouverture ou dune ouverture moitié 
moindre, cest-a-dire dans lequel les normales extrémes faisaient le 
méme anzle ou un angle moitié moindre. Soit a louverture d°un 
certain arc AB, posons p = f(w): ona 


os — 
co [1 (o) -+ f"\o)]deo. 


NOYE V, 383 


On aurait encore 
ww 


s= 2 [fee + fe) do. 


Soit p, = f\(o) Véquation de la podaire d’une certaine courbe dont 
Pare serait représenté par Ja formule précédente : on doit aveir 


Fo) +f (eo) = f(ao) + f"(20), 


La fonction f, est donc donnée par une équation différentielle linéaire 
du second ordre, en général difficile a intégrer. 


COURBES RECTIFIABLES. 


17. Trower une courbe connaissant sa podaire. 

Si p = f() est I’équation de la podaire, r le rayon vecteur de la 
courbe cherchée et @ l'angle de ce rayon vecteur avec l'axe fixe 
auquel Ja podaire est rapportée, i] faudia éliminer » entre les deux 
équations 


48. Si Von prend {() égal @ la dérivée d'une certaine fonction 
F(wj}, ’élimination précédente donnera une équation 


9(7, 8) -- ©, 
qui représentera une courbe rectifinble. 


19. On obtiendra encore une courbe rectifiable si Pon trouve une 
fonction M de x telle, que Von puisse trower en termes finis les 
integrates 


, Mae, nN dx. 


Il suffira de poser 


En prenant M de la forme M = ax’, on aura une courbe algé- 
brique. Si M est une fraction alzébrique rationnelle, la rectification 
de la courbe dépendra généralement des arcs de cercle et des loga- 
rithmes, 


$84 COURS D'ANALYSE. 


NOTE VI. 


SUR LA REDUCTION DES SOMMES AUX INTEGRALES, 


par M. Provser. 


———— 


Formule fondamentale. — Application de cette formule aux fonctions en- 
tiéres, — aux fonctions fractionnaires, — aux fonctions transcendantes. 
— Théorémes & démontrer. 


FORMULE FONDAMENTALE. 


4, Soient,f( x) une fonction quelconque et 2 un nombre entier posi- 
tif. Proposons-nous de trouver une fonction ¢(7) telle, que l'on ait 


(1) 9(2) =f(z) + f(et 4) +f(e+ 2h) +...4+f [et (2—1) A). 
« Posons } 

(2) $(apafe)tf(e+h)+f'(et ah)+...+-fTet (ara). 

Il en résultera 

(3) g(a +1) — 9(2) = f(x + ah), 

(4) bla +1) —$(2) = f(z ah). 


_ La fonction 9 doit satisfaire 4 l’équation (3) pour des valeurs en- 
liéres de 7; mais il est clair que cette condition sera remplie a plus 
forte raison, si l'on obtient une fonction » telle, que I'équation (3) 
soit satisfaite pour toutes Jes valeurs quel'on mettrail a la place de 2. 
Alors l’équation (3) est identique. On pourra donc prendre les déri- 
vées des deux membres par rapport a 7, et l'on aura 


(5) g(a 1) —4(n) = Af (x +a), 
ct, en comparant avec |’équation (4), 
(6) g(a +1) — yi(a) = hy(a +1) — Aya). 


Si maintenant nous changeons successivement 72 en R-+-1,A-+-2,..0) 
n-+ 4, nous aurons, en ajoutant les résultats, 


g (eth) — g(a) =hy(at k)— Ayla), 
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ou bien 
(7) y' (2) —Ay(2) = 9'(n +h) —hy(n+A). 
Le premier membre de cette égalité est indépendant de 4; dunc il 
doit en étre de méme du second : mais ce dernier est une fonction 
de 2 +- 4, et il ne peut pas dtre indépendant de & sans l’étre de 7. 
Donc l’égalité (7) sera satisfaite si l'on pose 
(8) y'(2)—AY(nz) =c, 
e désignant une constante, c'est-a-dire un nombre indépendant de 2. 
En désignant 9(7) par Sf(.z) et (2) par Sf’(2x), on aura 


© 8 f(z) =ASf'(x) + ¢, 





et en intégrant, 
(1) Sf(z) =h [Sf'(2) dn -+en, 


formule qui fait dépendre la somma'ion de la fonction f(z) de la 
sommation de sa dérivée. On n’ajoute pas de nouvelle constante, 
parce que S/f(.x) doit étre nulle pour rz = o. 





APPLICATION AUX FONCTIONS ENTIR! 73. 





2. Supposons que f(x) soit une fonction enti¢re du degré 2; 
alors f™(2) est une constante A, et |’on a tout d’abord 
Sf"(x) = An, 
d’ot l'on tire successivement, en appliquant la formule (1), 


S fax y= A B,r 


TT? 
2 
Sf"-(2) = Ate Am + 24, 


Al In’ het B 
Sfot(2) = AO Re ee, 


1.2.3 1.3 i 








et enfin 
_ Ah™ n™*! B, k-'n™ 
Siz) = oa. m(m+t) © 1.2.3... 
Bh"? n™! B,_, 4a? Bia 
+ 1,2.3...(m —1) tee 
B,, B,,-.-, B,, sont des censtantes dont les valeurs se détermineront 
successivement, a chaque intégration, en faisant nz = 1. 


Stcam. — An., Il. 25 
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3. On trouvera trés-facilement par ce moyen les sommes des puis- 
sances des ” premiers nombres. En désignant ces sommes par §S,, 
S,, S,,-.-, on aura, en général, 


n 

(Il) s,m f S,,., da + en; 
4] 
on a d’abord 
S,= 2, 

et en intégrant, 

nr? 

Ss, = zm. 


Pour déterminer c, on fera n =1, ce qui réduit le premier membru 
; 1 ; I 
@ 1: on aura donc I=>+¢, dot c= 5) et 
ren 
S,=--+-: 
2 2 


On aura de la méme maniére 


rf rR 
S=ygty>twasty +g 
et ainsi de suite. 
On voit que la formule (II) présente un grand avantage sur la for- 
mule du n° 743 qui fait dépendre chaque somme de toutes les sommes 
d'un indice moindre. En partant de la valeur de S,, donnée au nu- 


méro cité, on trouvera facilement 





5. = 6.°2 12 12 
n [7 a (ne / n 
Beata tT ete 
S - noon gn ga nv 
i 8° 2 12 24 12’ 
Ss — rion ant gn an 
ar) 2 3 15 9 30° 
n® p®  3n* gn® ni 3n? 
Ss, = — + — —- —+--—) 
10 2 4 10 2 20 
rn pi 5p? R 5n 
Su = 2 ett 2 ee 
Fr | 1 a 2 ee © 2 a 0 a Y 


= — — ——_——aes ee ——$——— A ae =e @ 


12 2 12 8 6 8 12 


gd 
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APPLICATION AUX FONCTIONS FRACTIONNAIRES.— 


4. Posons 
JS (z) = zen)’ d’ot t'(r) = — Peay 
On a trouvé (741) 
I I I I 
Sfz= Tat aagt bay a et ori 


On aura Gunc , 
1 
7, Sz) = (aay 
De la résulte 


GrEaF = Sf'(x) +e. 


Pour déterminer la constante, faisons 7 = 1: le premier membre se 


réduit a — 


R a Sf'(zr) a — 3. donc c = 1, et, par suite, 


4 


I 3 5 en+i 


— 
|- -—-—_ _- --—_-_ -—_ — a 


7.27) 97.3? wn +4)? 





ou bien 


3 5 22+ I 
hog og Pee win+ijy (rn +1)? 


APPLICATION AUX FONCTIONS TRANSCENDANTES. 


§. Soient . 
f(z) =e*, 


y=Sflz) H=1teter+et+...tenm; 


la formule (1) donnera, en remarquant que f'(.r) == e* = 7, 





dy 
in es 


équation dont l’intégrale est ’ 


y= cle"~-c, 
25. 
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Les constantes se déterminent en faisant 2 = 0, 2 = 1, ce qui donne 


o=c'’—c, 
1=c'e—c; 


d’ot l'on tire c = c'= —) et, par conséquent, 


e"—I 
e—i 


If-e+e7+...Fe%'= 


formule connue. 





6. Comme derniére application, nous allons faire voir comment 
on peut, par le moyen de la formule (1), ramener & une’ question 
de calcul intégral ordinaire la sommation d'une classe trés-étendue 
de fonctions transcendantes. 

1° Soient 

xy = Sue*, yx, =Suwe™, 


w' dtant la dérivée de u. La formule (1) donne immédiatement 


dy _ 
da ay-t+y re, 
équation différentielle du premier ordre qui raméne Sue* a Su'e™*. 
Si donc uw est une fonction algébrique et entiére de x, alors y dé- 
pendra, en derniére analyse, d’une équation de la forme 
dz . 
—-=—a2z+C, 
dn 
qui s'intégre immédiatement. 
2° Soient 
y =Susinbz, z =Sucosbz, 
¥, =Su'sinbs, 2, =Su'cosbz; 


on aura, en différentiant deux fois de suite, 


oY _ bs 4y, +e, 


dn 
dy 
dn’ 


= —Py+bez+7,+¢,. 


Cette seconde équation, linéaire et du second ordre, ruméne donc 
Susinbs & Su'sinbe et A Su'cosbx. On pourra donc trouver 
Su sinbx, par une suite de semblables réductions, quand u sera une 
fonction de z algébrique et entiére. 
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3° Soient 
y =Sue* sinbz, 2 =Sue* cosbz, 
¥,=Sule*sinbzs, 2,=Su'e“*cosbz; 


on aura 
l 
war tbe+art+e, 
dy ad 


rélimination de z entre ces deux équations donnera une équation du 
second ordre et fera dépendre y de y, et de z,. Il sera donc possible 
d'obtenir les intégrales demandées quand u sera une fonction algé- 
brique et entiére. 

Si maintenant on se rappelle que les puissances de sindx ct de 
cosbz peuvent s'‘exprimer en sommes de sinus ou de cosinus des 
multiples de 4z, on conclura des trois ca3 que nous vencns d'exa- 
miner la possibilité d’obtenir 


Sf(z, sinbr, cosbr, e**), 
lorsque la fonction f sera algébrique et entidre. 


THEOREMES A DEMONTRER. 
7. Sim est un nombre impair, on aura 
S, = (rn -+1)? 9[a(n+1)], 
q désignant une fonction entiére. 
8. Sim est un nombre pair, on aura 
S=a(n+1)(an+1) e[2(2+1)], | 
q désignant une fonction entiére. 


9. Soient sla somme des mi™* puissances des nombres entiers 
premiers a Uentier n et inférieurs a ce nombre, c la constante qui 
entre dans la formule (Il), P(é) Uexpression 


(r—a)(1—#) (1 — 2), 


a, b,..., | étant les facteurs premiers de non aura 
n 
$= mf s,,_,du + cP(n—1) x 2. 
C@] . 


On conclut de 1a que, pour obtenir s,, il suffit de multiplier les 
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ordonné par rapport aux puissances 


3yo 
-. On 


termes du dévelcppement de S,,, 
décroissantes de 2, respectivement par P(—+), P(o), P(t),-+ 


a ainsi, en observant que P(o) = 0, 


= nP(— ), 


$= = P(—1), 

$= © (1) + EPC), 
s,= = P(— 1) +7 P(i) 

re question un article de 


et ainsi de suite. (Voir pour cette dernié 
M. Thacker dans le Journal de Crelle, t. XL, ow les Nouvelles 


Annales de Mathématiques, 1" série, t. X, p. 324-) 
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du bd f(x, t) 


dt a dt 





dz, 


ou 
6 
du = — f(a, ()da+ f(b, dba f af ae. 
@ 
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A UN PARAMRTRE VARIABLE. 





we 


3g2 TABLE ANALYTIQUE 
4533 et 436. InTRGRATION SOUS LE SIGNE. 


[raf ten = fof fasiee. 


; 2 
487 et 458. DETERMINATION DE L'INTEGRALE f sin’ x dx. 


0 
z 
a 
u,, =f sin*zdc. 
o 


Soit 7 pair ; nous aurons 





a =7.1 35 nat! 
"~g.a646 rn’ 
Ua 2.46 | 7. 


TRENTE-HUITIEME LECON. 


SUITE DE LA DE&TERMINATION DES INTEGRALES DRFINIES. 


460. INTEGRALES EULERIENNES DE SECONDE EsPkce. — On donne 
le nom d’intégrale euldrienne de seconde espéce & Vintégrale définie 
ce 
r (a) =f a"'e“*dr, 
oO 
On doit supposer 7 positif. 


461. Ona 
r(a-+1) = rT (zn). 


462. Pour 7 entier et positif 
l(a) =1.2.3...("—1). 


r (2) =f (5) 4. 


463. On a 
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464 & 466. INTEGRALES QUI SE DEDUISENT D'UNE INTEGRALE CONNUE 
PAR LA DIFFERENTIATION SOUS LE SIGNE. 


467. INTEGNALES DEDUITES D'AUTRES INTEGRALES AU MOYEN DE 
LINTEGRATION SOUS LE SIGNE. 


O p-F __ op es a + & 
[7p eatote = S48 


468. 


z 


rey _ 
f er ac = 1%. 
oO c 
469. 


O p-F _ gas 
f oo sinbe dx = arc tang > — arc tang = 
° x 6 b 


sinbs |. _® 
o « ~ a? 


pourva que 6 soit > o. Si l'on avait 6 <o, le second membre 
serait — -- 


470. Ona 





471. EMPLOI DE CONSIDERATIONS GEOMETRIQUES POUR LA DETER- 
MINATION DE CERTAINES INTEGRALES DEFINIES. 


fo etae= ~Vz. 


472. 
x 
feo] fe +] re] 2 
f dy f f(z, y) dx ={ f flrcose, rsin0) rd@dr. 
0 0 rs) oO 
473. 


[UO evas = yr. 


474. Si f(z) = f(— 2x), on aura 


fo _fle)de=. [ fleyas. 


Si f(— x) = — f(x), on aura 


ffl) dx = 0. 
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475. 
gs? tn - 77 1.3.5...(22 —1) —(»+3) 
[PP ewtande aye Sey) (3), 
—o 


476. EMPLOI DES IMAGINAIRES. 
” 7 tax —~2ar\ z |x 
ew* (6% + e-™) da = e* x. 
«'O . 
En posant a = 2y¥—1, 
00 2 1 2 /\ 
f e~* cosaardz = ~e* yr. 
Oo 


- , 9 
477, INTEGRALE OBTENUE A UAIDE DUNE EQUATION DIFFERES- 


TIELLE. . 
f e- cosaxxdx = ae ane 
TRENTE-NEUVIEME LECON. 
SUITE DES INTEGRALES DEFINIES. — INTEGRALES EULERIENNES. 


478, M&ruope pve Caucny. — FoRMULE FONDAMENTALE. — Soient 
zune variable imaginaire, son module et p son argument, en sorte 
qu’on ait 

z= r(cosp+Y—isinp) = rey". 


Soit f(z) une fonction de z qui reste finie et continue, ainsi que sa 
dérivée, pour toute valeur de z dont le module - est inférieur a une 
certaine limite R. Supposons, en outre, qu’en laissant le module 
constant et en faisant croitre l’angle p d'une maniére continue depuis 
une valeur quelconque « jusqu’a Ja valeur « + 27, la fonction ro- 
prenne, pour p = a +a7, la valeur qu'elle avait pour p = a. 
On a la formule | 
I a+ 2% 


(T) f(0) = — F(z) dp, 


ar, 
pour tout module r moindre que R. 


a+onr 
479. La valeur do f f(z) dp est indépendante du mo- 


2 
dule r. 
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480. 
27 
(it So)=s5 ff rer"=) dp, 
481. 
(11) f(2) = + f SO (xe + re) dp. 
2k Jy ; 


482 a 485. APPLICATIONS DES FORMULES PRECEDENYES. 


486 et 487. DévELOPPEMENT DES FoncTIons. — Unze fonction F (.c) 
d'une variable x, réelle ou imaginaire, peut étre développée en 
série convergente suivant les puissances enticres et positives de x, 
tant que le module de x est moindre que celui pour tequel la fone- 
tion ou sa dérivée premiére decient infinie ou discontinue, 


488. Des INTRGRALES EULERIENNES. — DEFINITION. — PRoprigtés 
DE UINTEGRALE DE PREMIERE EsPzceE. — On nomme intégrale eulé- 
rienne de premiére espéce et \’on représente par B(p, 7) lintégrale 


I 
f xP"(t— x) da, 
Q 
dans laquelle p et gq désignent des nombres positifs. L’intégrale pré- 
cédente aurait une valeur infinie si p ou q était négatif. 


489. L’intégrale de premiére espéce peut se mettre sous |’une des 
deux formes 


ry 
oo i] 2 
ooaoae af sin??-'@ cos*—' 6d. 
9 re] 
490. 
B(p,7) = B(q,p). 
491, 


Bip +1,9) = 54 Bip, g)s 


B(p,q +1) = —~ B(p,q). 
(P,9 +1) +9 (P,7) 


492. RELATIONS ENTRE LES INTEGRALES DE PREMIERE ET DE SE- 
CONDE EBSPRCE. 
r(p)T(q). 
l(p+q) 


* pt — 4)\i-! — gPre-i P(p)U(g) 
fiw (a— u)*"'du=a i (p+) 


Bip, 4) — 
493. 


396 TABLE ANALYTIQUE 
494 et 405. INT&GRALES MULTIPLES QUI S' EXPRIMENT A LE AIDE DES 
‘FONcTions I. - 


496 et 497. APPLICATIONS A LA RECHERCHE DES VOLUMES ET DES 
CENTRES DE GRAVITE. 





QUARANTIEME LECON. 


INTEGRATION DES DIFFERENTIELLES TOTALES ET DES EQUATIONS 
DIFFERENTIELLES. 


498. ConDITION D'INTEGRABILITE DES FONCTIONS DE DEUX VA- 
RIABLES. — Intégrer une expression différentielle de la forme 
M dx + Ndy,c’est chercher une fonction de z, y, dont cette expres- 
sion soit la différentielle totale. 

Si l'on désigne par Mdz +- Nady la différentielle totale d’une fonc- 
tion uw, on aura 

: dM _ dN 
dy de 


Lexpreasion Mdz +-Nay ne pourra étre intégrée si cette relation 
n’a pas lieu. 


499. Si cette condition est remplie, on aura, en posant e=fMdz, 


do 


500. EXTENSION AU CAS DE PLUSIEURS VARIABLES. — Soit 


Mdz -++-Ndy-+ Pdz= du: 
on aura | 
aM _ dN dM_aP_ 4N _ aP 
dy dx’ ds dx’ ds” ay’ 
conditions nécessaires pour que la formule proposée soit intégrable. 


801. Réciproquement, si ces conditions sont remplies, la formule 
proposée est intégrable. 
En posant » = fMadz, et » étant une fonction de y et de z telle, 


que ; 


u=0-+-9. 


dn aura 
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n(n—1) 


502. En général 2 


suires et suffisantes pour l’intégrabilité d’une formule, 2 étant le 
nombre des variables. 


est le nombre des conditions néces- 


503. EQUATIONS DIFFERENTIELLES. — Dérinrtions. — On nomme 
équation différentielle du n™* ordre une relation entre une variable, 
une fonction de cette variable et les dérivées ou différentielles de 
divers ordres de cette fonction jusqu’au 7“ ordre inclusivement. 


304 et 505. INTEGRATION DES EQUATIUNS DU PREMIER ORDRE. — - 
SEPARATION DES VARIABLES. — L’intégration s’effectue immédiate- 
ment quand il est possible de mettre I’équation sous la forme 


g(x) dx = p(y) dy; 


folade= [Yinia+e. 


306 et 307. Equations HonoGiNEes. — L’équation 


on aura 


Mdz-+Ndy = 0 


est homogeéne quand M etN sont des fonctions homogéneset du méme 
degré des variables x et y. On a, dans ce cas, mm étant le degré de 


"homogénéité, 
waey(Z) sH(2) 
tg oY by 


L'intégrale est 


b(z\dz _ 
le -9(2) + 2p(2) = 


308 & 510. Equations QUE L'ON PEUT RENDRE HOMOGENES. 


QUARANTE ET UNIEME LECON. 
SUITE DE L INTEGRATION DES BQUATIONS DU PREMIER ORDRE. 


541 et 312. Equations LINEAIRES. 


dy 
Aa 


yaei( (Qelede+C). 


+Pyr=Q: 





er 
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343 et S44. Equations QUI SE RAMENENT AUX EQUATIONS LINEAIRES. 


dy py gin 
aa + by = Q". 





i—s 
Si l’on pose Z =; = 2, 0n aura ’équation linéaire 
dz 
det (1—2z)Pz=Q 
0! 


xi = (1— an) fees (_fQet-mmede +c). 
8135. On peut obtenir l’intégrale générale de I’équation 
2 4 Py= Or +R, 


quand on en connait une intégrale particuliére. 


316. PRoBLEME DE DE BEauNB. — Jrouver une courbe telle, que 
la sous-tangente soit a Vordonrée comme une ligne constante est a 
ladifférence entre l’ordonnée et lUabscisse. 

L’équation ditférentielle de la courbe est 


dy _y~-= 
dr a 





On trouve pour son intégrale 


yrrtatCe. 


317 et 318. ProstimE DES TRAJECTOIRES. — Trouver une courbe 
qui coupe sous un angle donné toutes les courbes renfermées dans 
Léquation 
{1) F(z, 7,a)=0, 


a étant un parameétre variable. 
(2) m (= aes aF dy. 
dy dx dx} dz" dy dx 
L’élimination de a entre les équations (1) et (2) donnera |’équation 
différentielle du lieu. 


549. Quand I'angle donné est droit, les trajectoires sont dites 
orthogonales, et Véquation différentielle résulte de l’élimination de a 
entre les deux équations 





dF dF 
F(x, 7,@) = 0, Te ly — dy dx = 0. 
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590. EQUATION DU PREMIFR CRDRE ET D'UN DEGRE QUELCONQUE. 
— CAS OU L’EQUATION NE CONTIENT PAS EXPLICITEMENT 2 ET y— 


; d 
Soit, en posant = Pp; 


F(z, 7, p) =o. 


. , dy 
S’1] est possible de résoudre cette équation par rapport a =; on 


aura une ou plusieurs équations du premier degré que |’on tachera 
d’intégrer. 


$21. Si l’équation se réduit a 
F(p ) = 0, 


F (7) = 0. 
PY 04 


499 4 324. EQuaTIONS QUI NE RENFERMENT PAS L'UNE DES VA- 
RIABLES. 


on aura 


323 et 326. Cas ou L’EQUATION PEUT ETRE RESOLUE PAR RAPPORT 
A LUNE DES VARIABLES, — Si )’équation contient z, y et p, et 
qu’elle puisse se résoudre par rapport a l'une des variables, 7 par 
exemple, en sorte que l'on ait 


y=f(2z,P)s 
on ara 


af 


df 
dy ou pdx= dz = + a 


dp. 
Si Von peut intégrer cette équation, 1a relation cherchée s’obtiendra 
en éliminant p entre l’équation intégrale et l’équation y= J(27,p). 
$27 a 529. L’équation 
y= pr+9(P) 
peul étre satisfaite : 1° par 
y= Cr+ 9(C); 
2° en éliminant p entre 


z+q9(p)=0 eb y=pr+9(p). 











400 TABLE ANALYTIQUE 


QUARANTE-DEUXIEME LECON. 


SUITE DES EQUATIONS DU PREMIER OrDRE. 


$30. Toure EQUATION DIFFERENTIELLE DU PREMIER OBDRE ADNET 
UNE INTEGRALE. 


331. IL EXISTE UN FACTEUR PROPRE A RENDRE DIFPERENTIELLE 
EXACTE LE PREMIER MEMBRE DUNE EQUATION DU PREMIER ORDRE. — 
Quand on saura trouver ce facteur e et Vintégrale « de la différen- 
tielle totale »(Mdx-+-Ndy), u=C sera lintégrale de |’équatior 
Mdzr + Ndy =o. 


532. Il existe une infinité de facteurs propres @ rendre le pre- 
mier inembre de Véquation Mdx + Ndy = oune différentielle exacte. 


833. Tout facteur V propre « rendre Mdz +-Ndy une différen- 
tielle exacte est de la forme o9(u). 


833. Si deux facteurs V et © rendent différentielle exacte Pex- 
pression Mdv -+ Ndy, leur rapport égalé @ une constante sera Pin- 
tégrale de l’équation 

Mdz +-Ndy = 0. 


$36. DETERMINATION DU FACTEUR 9. 


$37. L’emploi du facteur » redonne les méthodes précédemment 
exposées : ainsi la séparation des variables dans |’équation 


XYdz +X, Y dy =o, 
ot X et X, désignent des fonctions de z, et Y, Y, des fonctions 
| 


de y, revient a multiplier l’équation proposée par le facteur XY’ 


La transformation employée dans |’intégration de |’équation homo- 
gone revient 4 multiplier le premier membre par 


i 
"= Mae Ny’ 


Si le premier membre de I’équation homogéne est déa une diflé- 
rentielle exacte, l’intégrale sera 


Mz+Ny= Ce 


Ques ae 





n,n See enol 
e ° 
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QUARANTE-TROISIEME LECON. 


BOLUTIONS SINGULIERES DES EQUATIONS A DEUX VARIABLES. 
538 a S40. ComMENT LES SOLUTIONS SINGULIERES DES EQUATIONS 
A DEUX VARIABLES SE DEDUISENT DE L'INTEGRALE GENERALE. 


341, SOLUTIONS SINGULIERES DEDUITES DU FACTEUR QUI REND INTE- 
GRABLE LE PREMIER MEMBRE DE L’ EQUATION. — L'équation 


= © 
contient toutes ces solutions. 
542 a 546. EXeEMPLES DE SOLUTIONS SINGULIERES. 


$47. Trouver une courbe telle, que la portion de la tangente TS 
comprise entre les deux axes soit égale a une longueur constante a. 

Cette courbe est lépicycloide obtenue en faisant rouler un cercle 
dans un autre cercle de rayon quadruple. 


348. La SOLUTION SINGULIERE REPRESENTE L’ ENVELOPPE DES COURDES 
DONNEES PAR L’INTEGRALE GENERALE. 


QUARANTE-QUATRIEME LECON. 
RQUATIONS DIFFERENTIELLES D'UN ORDRE QUELCONQUE. 

349 et 380. Toure BQUATION DIFFERENTIELLE ADMET UNE INTE- 
GRALE. 

B31. Toute équation 

F[z, 7, ¢, c',..., 0] =0, 

qui satisfait a l *équation différentielle donnée et qui renferme m 
constantes arbitraires au moyen desquelles il soit possible de donner, 
pour x = @, des valeurs arbitraires b, b',..., 6" a y, gy, tery 


-' ; . me. , 
7 —- est identique a Pintégrale générale, 





$32 A 384. CoNnDITIONS QUE DOIT REMPLIR UNE FONCTION POUR 
ATRE L'INTEGRALE D'UNE RQUATION DU 77°” oRDRE. 


$55 et 556. INTEGRALES DES DIVERS ORDRES D'UNE EQUATION DIF- 
FERENTIELLE. — Une équation différentielle de l’ordre 2 a pour 
intégrale une équation de la forme 
F[z, 7, ¢, ¢', c%,..., ch] = o. 
Sturm. — 4n., Il. 26 


were ee ee 
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En éliminant, tour 4 tour, chacune des 7 constantes c, c’,..., 
c™-') on obtient m équations différentielles du premier ordre dont 
chacune contient seulement »: —-1 constantes. Ces équations sont 
dites des ‘aiégrales de Vordre m —1. 

En éliminant successivement deux des m constantes on aura 
w(m =") gquations différentielles du deusiéme ordre contenant 
chacune m — 2 constantes, et qu’on nomme intégrales de l'ordre 
ni— 2. 


357. On pourra de méme parvenir & des intégrales de l'ordre 
m — 3, de l’ordre m — 4, etc. Si l’on élimine toutes les constantes 
moins une, on aura m équations différentielles de l’ordre mz —1 
qui seront des intégrales du premier ordre. 


858. Les intégrales du premier ordre, résolues par rapport aux 
constantes, donnent s équations de Ja forme 


c= 4; 
on aura 
du du du du _ 
daz Ot tage Tt tb eA ILE I )} = 0. 


Cette équation doit étre identique. 
559. INTEGRATION DE L’ EQUATION or =o. — Si l'on désigne par 


| edz* Vintégrale fas foe. a feats qui résulte de 7 intégrations 


successives par rapport a z, on aura 





x= fode™+ cx™' + cle 3+... c,” 


560. L’intégrale multiple qui entre dans Ja valeur de 7 peut s’ex- 
primer par la formule 


Joae ~ Tawa} [2 fone —(r—- yar fords 


+ ANE) go fost — weet vats | 


1.2 


$61. Posons ¢ = f(x), nous aurons 


[Saya = [fae arid 
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QUARANTE-CINQUIEME LECON. 
INTEGRATION DE QUELQUES EQUATIONS DUN ORDRE SUPE&RIEUR. 


ad®™ 'y dy _ . 
563. EQuATIONS DE LA FORME t( To 7) Ta) = — Soit 
d'abord |’équation 


a =s(2) 


En posant & = p, on aura 
z= [re +e 
ree 
pP=9(2), 


y= [olz)de+e’, 
864. Si l'on ne peut tirer p en fonclion de z, on aura 


dy = ydee = POP 
y=} re 


P ap 
flz)~ 


S65. Exempas. Zroucer la courbe dont le e rayon de courbure est 
constant et égat & a. Cercle. 


366. Si l'on a I’équation 


ad=-'y d™y 
dae") gn ) = % 


en posant any 
>> = 
daa = Ps 
On a F 
f (p ’ -) = 0, 
doa 


“p =f(pP), P=9(2), 


X= [9 ( x) dar! tp chat cht. a cl), 
26. 


a 


404 TABLE ANALYTIQUE 
Si p ne peut pas s’exprimer en 7, on aura 
ml» m3 y 
c 8 — aT =P, ¢ ae — a y= tl +c’, 
dat da f(p) 
mSy 
d dp pdp pelrte, 








re S(P)J Flr) 


et ainsi de suite. 





867. EQuaTIONS DE LA FORME f (= a )= o. — Soit 


or =fly). On aura 
(2) =2ffinate, 


= eh foe 
ve+asfly)dy 


$68. EXeMPLEs. 


dy 
1? . Catmy =0: 
y = Asinnc + Beosnx., 
diy 
2° —i—my=o0: 


y = Ae*+ Be™, 
869. Pour ramener au cas précédent (367) les équations de la 


forme 
A™- *y d™y D 
da) de J? 
il suffit de poser ———> ~ 


ee? = p. 


870. EQuaTIONS QUI PEUVENT S’ABAISSER A UN ORDRE INFRAIEUB. 


(+ d"y ay ay 
ae htt) im ) = O 


En posant or = p, on la réduit a — 


f(r, p dp = 
» Ps ap) 0) Tera PFO 
qui n’est que de l’ordre mm — rn. 


374. 
dy d'y d™ 
MIs Te? Ti? Ge) =6 
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On peut abaisser l’ordre d'une unité en prenant y pour variable in- 


dy 
dépendante et faisant iP: 


$72 a 374. APPLICATIONS GEOMETRIQUES. 


375. Equations Homocénes. — Equation différentielle homogéne 
par rapport a y et a‘ses dérivées : 


dy d*y 
f(z, y, de age JO 


nile degré de l'homogénéité. 
Faizant 
y= outs, 


on aura une équation différentielle de l’ordre m — 1. 


576. EXempue. 
dy idy x 


—_—— + 


dx 


cide x 
C 

-=Cr—-—. 

° J A 


377. Toute équation 


t: d? - m 
t(y ay or eyo r= 0, 


. — b } en 
"de dx a 


homogéne par rapport aux indices des différentielles, si l'on pose 


dy . | {? 
maPs deviendra homogéne par rapport a p, rr oe 
d™—' p 
dy" ° 

' EXespPLe. 


f= fly) (FZ) 


dx 


zac’ c ferstorry, 


‘ 
ae ee 


QUARANTE-SIXIEME LECON. 
INTEGRATION DES EQUATIONS LINEAIRES SANS SECOND MEMBRE. 


878. Dérinition. — Equations linéaires, équations dans lesquelles 
la fonction cherchée et ses dérivées n’entrent qu’au premier degré 


_ psu vFIQUE ; 
pie “aire efes. Leur forme générale est 
foe molt 
anes aed yy = 
_ rt Og t.. +17 +UraV, 
ws 


y désignant des fonctions de x. 





DG 
P.Q-°" ds DES EQUATIONS LINEAIRES PRIVEES DE SECOXD 
519. 
aust 
dn 
Foo 4.4 TZ 4 vy =0. 





(il) 


gi des fonctions ‘particuliéres J, yy. In satisfont a cette équa- 
tion, fa somme de ces fonctions, et méme la somme des produits 
feces fonctions par des constantes quelconqites Cy Cy).++4 Cyy JY 50° 
isfera également. 


880. Si Pon connatt m solutions particuliéres de Péquation (Ml), 
on aura Vintégrale générale en posant 


THGHAEG Het OaT a 
pourvu que Von puisse déterminer les constantes de maniére & don- 
~ & . 
ner dy, Fy++0) FEF des valeurs arbitraires pour une valeur 
quelconque de x. 
881. L'équation linéaire, en posant y = e/*#*, prend la forme 


al 


ay 





speech (Ut Pu! + Qu? +... U) = 0. 


Quand une valeur « = r, indépendante de 2, annule le polyndéme 
um + Pum" 4+- Qu? +...4+U = f(u) 
Téquation (II) est satisfaite par y == ce’*. 


882, EQuaTIONS LINBAIRES A CORFFICIENTS CONSTANTS. — L’équa- 
tion f() = 0 n’admet que des racines constantes 7,,r).++; Pe Br 
les supposant toutes différentes, l'intdgrale générale sera 


Y= bee +... egclmt, 
883 et 384. Cas DES RACINES IMAGINAIRES INRGALES. — Lorsque 
Véquation 
Slr) =r + Pr! +. Tr+U 0 
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a des racines imaginaires, 


r, = a-+6)/—1, r,=a—6by—41, 


c,e"1* + c,e72* = (Acos6.x +- Bsin6z) e**, 


on a 


383 4 391. Cas DES RACINES kGALES. — Lorsque l’équation | 
r™ 4. Pr*®-' 4+ Qr*™? +...4+-Tr+U=0 
“a des racines égales, supposons 7, = 7,, on aura 
, xy = et (e+ c'x) + ¢,e78* +...+¢, 67m", 
Quand trois racines sont égales, 
ye i*(e+te'x+c"xr")+c,e%% +...4-e,e7m"*, 


Si la racine r, était quadruple, i] faudrait remplacer les termes 
qui s'y rapportent par 


en*(c + e'x 40°27? + €72"). 





QUARANTE-SEPTIEME LECON. 
INTEGRATION DB L' EQUATION LINEAIRE COMPLETE. 


802. REDUCTION DE L’EQUATION COMPLETE A L’EQUATION PRIVEE 
DE SECOND MEMBRE. — Soit 


| hel fn { 
(1) 4 P+... + TZ 4 Uy = P(e). 


xz 
r={ zda, 
o 


z élant une fonction de x et de @ tellement choisie, que z, S, 


dz d™"*z, ’ : 
aa3)*''? Goacy Soient nulles pour « = 2x, et que l'on ait pour cetle 


Posons 


. mMéme valeur qm 
—— = F(x), 


d™z q™-' dz 


oe t Parte +TZ+Us=0, 
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En posant y = «+», I’équation (1) se réduil a 


a™ v d™-'9 


(II) <a + Poa t.. +72 400 =0. 


Et, si l’on peut intégrer généralement cette équation, u -+-¢ sera 
l'intégrale.de l’équation (I). 


593. Cas OU LES COEFFICIENTS DE L’EQUATION (It) SONT CON- 
STANTS. — En désignant par 7,, 7,, 7,, --) 7, les racines de l’équa- : 
tion 


I(r) =r™4+Pr"' +...4Tr+U =0, . 
on aura 
vl +f~ e71" F(a) da «| 
a 7 


aac +{- e772" F(x) as| 


nn i ne 


evn ols +f e F(a) 
rr i ) 


594 4 600. Cas oU L’ON CONNAIT UN CERTAIN NOMBRE D’INTEGRALES 
DE L'EQUATION PRIVEE DU SECOND MEMBRE. — Si l'on connate n in- 
tégrales distinctes de Véquation linéaire privée de second membre,. 
on pourra ramener UVéquatiou complete a une équation linéaire du 
(in — n)*™* ordre. 

On pourra donc abuisser l’ordre de l’équation (I) d'autant d’unilés 
qu’on connaitra de solutions particuliéres de !équation (11), et l’in- 
tégrale générale de |’équation (I) sera de la forme 





x= ay, + by, +...+ly,, +. 


d étant une solution quelconque de |’équation (1). 
L’équation linéaire n’admet pas de solution singuliére. 


601 & 607. DE QUELQUES CAS OU L’ON PEUT INTEGRER L’ EQUATION 
LINEAIRE A SECOND MEMBRE. 


608. PROPRIETES DE L’EQUATION DU SECOND ORDRE. — Quand op 
counalt une intégrale particuliére y, de l’équation 


{? 
< cr 4h ae t W=% 
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y= ey, +0y, f— 


609. La fonction y et sa dérivée om ne peuvent pas étre nulles 


en méme temps. La méme propriété appartient aux fonctions y, 
dy, 

dx 

Deux valeurs de x qui ‘annulent y, comprennent une valeur de z 
qui annule x. 


et 


QUARANTE-HUITIEME LECON. 
RESOLUTION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES PAR LES SERIES. 


610. DEVELOPPEMENT PAR LA SERIE DE MACLAURIN. — Quand 
certaines dérivées deviennent infinies pour z = 0, la série tombe 
en défaut, 4 moins qu’on n’alttribue des valeurs convenables a 
d'autres dérivées qui ne sont plus arbitraires. Dans ce cas, la série 
contenant moins de m constantes arbitraires ne représente plus 
lintégrale générale, mais seulement une intégrale particuliére. 

\ Exemple : 


2% 2 vry = 
dee dat hey ) 


611 et 612. M&THODE DES COEFFICIENTS INDETERMINES. 


613. AUTRE FORME DE DEVELOPPEMENT. — L’équation linéaire du 
second ordre 


ay dy _ 


dx 


peut toujours se ramener a4 une équation a deux termes 


R étant une fonction connue de x. 


614 et 645. En posant ¢ = A+ B(x —a), ona 


sae f dz [ Rede f de f Rae f “ds [ Rtdzr-+..., 


suite indéfinie dont chaque terme se déduit du précédent en le 
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multipliant par Redz’, et en intégrant par rapport 4 x deux fois 
entre les limites a et x. Cette suite est convergente quand la fonc- 
lion R_ ne devient pas infinie dans I'intervalle ow |’on fait varier <. 


On traitera de la méme maniére |’équation os = Rz, et l'on 


aura une série of chaque terme s’obtiendra en multipliant le pré- . 
cédent par Rdz™ et intégrant m fois. 


617. Application : équation du second ordre 


3% 
os = ar z, 
4 laquelle se réduit l’équation dite de Riccati | 
ay +977 = az”, 
dx 
en posant 
ids 
z dx 


618 & 621. INTEGRATION D'UNE RQUATION DIFFERENTIELLE A L’ AIDE 
D'INTEGRALES DEFINIES. 


dy om dy > 
a x dx 


da? 
YHrNAINy ‘ 


ny 
i,= af cos (hr /2 cosa) sin"-'ada, 
oO 


+2h*y = 0, 


Iy= As f “cos (Ar /acose)sin'-"ada. 
Oo 


QUARANTE-NEUVIEME LECON. 
RQUATIONS DIFPFERENTIELLES SIMULTANEES. 


622. ELIMINATION D'UNE VARIABLE ENTRE DEUX EQUATIONS DIFFE- 
®ENTIELLES. 


dy d™y dz dz 
INP Ia ae) ee? Te? dae) = 
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On différentiera 7 fois la premiére équation, et m fois la seconde ; 
on aura ainsi m +- 7 +- 2 équations entre lesquelles il sera possible 
d’éliminer par les moyens ordinaires del'algébre les: +- 2 4-1 incon- 

_ay d’y duty 
mes Ys he dat?" dae 


d'un ordre ézal au plus grand des deux nombres 2 + p, m+ q. 


L’équation finale sera, en général, 


623. Plus généralement, si l'on avait r équations différentielles 
contenant une variable indépendante =z et r functions y, z,u,... de 
cette variable, on éliminerait y entre ces r équations, ce qui donne- 
rait r — 1 équations entre z, x,.... On éliminerait ensuite z entre 
ces r —1 6yuations, et ainsi de suite. On arriverait ainsi 4 uno 
équation difiérentielle ne renfermant plus qu’une seule des fonctions 
inconnues. 


624 et 625. Sysrkmes p’ EQUATIONS. DU PREMIER ORDRE EQUIVA- 
LENTS A UNE OU PLUSIRURS EQUATIONS D’UN ORDRE QUELCONQUE. 


626. THEOREMES SUR LES INTEGRALES DES EQUATIONS SIMULTA- 
NRES DU PREMIEK ORDRE. — Trois équations différentielles simulta- 
nées et du premier ordre peuvent élre remplacées par des équations 
de la forme 

dr dy _ _dz_ du 

PO MR TV 
Les équations intégrales doivent contenir trois constantes arbi- 
traires 


627. m équations du premier ordre entre m +-1 variables, et qui 
peuvent Etre mises sous la forme 


admettent toujours m intégrales contenant m constantes arbitraires. 


628. Quand on ne peut pas résoudre le systéme proposé par rap- 
port & toutes les dérivées, il existe entre les variables un certain 
nombre de relations algébriques au moyen desquelles on peut faire 
disparaitre les dérisées dont le systéme n'a pu fournir les valeurs. 
Dans ce cas, le nombre des constantes n’est plus égal au nombre 
des fonctions. 


629. INTEGRATION DES EQUATIONS SIMULTANEES DU PREMIER ORDBE. 
— Soit 
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un systéme d’équations simultanées. Les équations intégrales peu- 
vent étre remplacées par le systéme 

a=c, G=c', y=:c". 
On peut donc trouver trois fonctions dex, 7,2, 4 qui conservent 
des valeurs constantes quand on y fait varier simultanément toutes 


les variables. 
On aura les trois oman identiques : 


se he da 

-a i a6 dé 
+O za m = 0; 

7 gt 24K Yyyo 

dx 


630. Réciproquement, si J’on trouve une ‘ovetion 9 des variables 
X, J, 2,U, sans constante arbitraire, tlle, que Von ait identr- 


quement 


d§ d@ d§ d§ 
PatlOn theta 


Véquation 


dx dy dz du 


—] — = 


L’équation 
+ (a, 6, 1) =e 


est aussi unc intégrale des équations proposées. 


632. Toute fonction ® dex, y, 2, u qui satisfait a Péquation 


d9 d6 dd dé 
ow tha Va =e 


doit se réduire a une fonction de @, 6, 4. 


CINQUANTIEME LECON. 
SUITE DES BQUATIONS SIMULTANBES. 
633 et 634. CAS DE DEUX RQUATIONS, MRTHODE DE D’ALEMBERT. 


633 et 636. INTEGRATION DEB TROIS EQUATIONS LINEAIRES. 








DES MATIERES. 413 


627 et 638. Aurre METHODE. — On raméne le cas général au cas 
des équations privées de second membre. 


639 et 640. MérHope pe Caucny. 
G41. REMARQUE SUR LES EQUATIONS SIMULTANEES. — Soient 
f(z, 7, 7’, 2, 2’) =0, 
F(a, 7, 7, 2, 2/)=0 
deux ¢cquations simultanées du premier ordre, dans lesquelles y’ et 


dy. dz 
2 de: ignent ia & dx 


Les équations 
df df du df df do _ 
dy “+ ay det de’ + de de 
dF dF du dF dF do 


dy" Op dat ds’ * di dz ~° 


auront pour intégrales générales 


dy ay 
= Aa da + Big 


lb’ 
dz dz 
v= A la + do’ 


A ct B désignant deux constantes arbitraires. 


CINQUANTE ET UNIEME LECON. 
IN IEGRATION DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES, 


642 et 643. Divenses ESpEcES D'INTEGRALES. — Une équation 
aux dérivées partielles d’ordre » peut admettre des intégrales ot 
entrent des dérivées d’ordre inférieur 4 2. Unc équation de pre- 
mier ordre n’a que des intégrales finies; on distinguo I'intégrale 
générale, les intégrales particuliéres, les intégrales sinzuliéres et 
les intégrales completes. 

64. Quand les dérivées partielles ne sont rolatives qu’a une 
seule variable, il faut opérer comme si l'on avait une équation dif- 
férentielle ordinaire, mais aprés l’intégration remplacer les con- 
slanies arbitraires par des fonctions arbitraires des autres variables 
indépendantes. 


643. Ce procédé peut quelquefois s‘étendre a des équations ot 
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entrent des dérivées partielles relatives a deux variables. Exemple: 


au uw _ ey 

dady “de ~" 
E , ae _ on a 

dp ap = 

dy | OP: 


646 4 649. EquaTIONS LINEAIRES ET DU PREMIER ORDRE A DEUX 
VARIABLES INDEPENDANTES. — Si 
fla yz=e, filayz=He 
sont les intégrales du systeme 
dr dy _ dz 
P~ QR’ 
a= f(r. 7,2), 6= fi(x, 7,2). 
Vintégrale de l'equation 
Pp+Qq=R 
e= 9(6), 


@ designant une fonction arbitraire. 


et st U'on pose 


séra 


630. L’intégrale a = »(6) conviendrait encore aux équations 


dy p® _ 
\ Le: PT +R = 
ax ax 


GS1. EXempLes. 


632-634. Cas pD'UN NOMBRE QUELCONQUE DE VARIABLES INDE- 

PENDANTES. — L’intégrale générale d’une équation de la forme 
Pi Ps +- Ps prt. oot PraPa =R 
est ~~ 
@y == U( Gg, Wy)... En), 
1, @q, ..., &, &tant des fonctions de l'inconnue z et des variables in- 
dépendanltes 2;, .t’2, ..., 2a, choisies de telle sorte que les équations 
QZ, = Cy, Ze — Ce, cosy By == Cy 


soient 2 intégrales distinctes du systéme 
ar, Ars dr, dz 


Pr, |) CURR tCittC<C*S 





633. Exemple. 
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636. EQuaTIONS AUX DIFFERENTIELLES TOTALES. — L’équation 
Xdc+ Ydy+iZdz=o0 


ne peut donner, pour l’une des variables x, 7, z, une valeur qui soit 
une fonction bien déterminée des deux autres que si l'on a identique- 


Inent 
y adZ dX Z dX al Y _ 
(5 &)- dy adr = 0 


aY a2 
(ZH) * 
637. Pour intégrer l’équation donnée, en regardant, par exemple, 
z comme fonction de z et dey, on commence par intégrer l’équation 
Xdc+Zdz =o, 


en remplacant la constante d'intégration par une fonction arbi- 
traire de y; puis on détermine cette fonction par la condition que 


’ 


la valeur de me tirée de l’intégrale obtenue, soit égale a — Y. 


Vintégrale définitive renferme une constante arbitraire. 
638-659. Quand I’équation proposée donne pour z une valeur bien 
définie, i] existe au moins un facteur d'intégrabilité. — Exemple. 


660. EQuATIONS DU SECOND ORDRE, NON LINEAIRES. — Le cas 
de deux variables indépendantes peut étre traité par une méthode 
particuliére trés simple. A I'équation proposée 


f( 2,12 Pr q) =0 
on adjoint une des intégrales du systéme 


dz dy _ do p ts 
ap df df df ff df df _ af 
dp dq dp 4 dz Pas dy Tae 


pour déterminer p et q, ce qui permet de former 
dz =Pdzr+Qdr. 
L'intégrale de cette équation est de la forme 
(1) F(z, y,2,a,b6)=0, 
aet 6 étant deux constantes. 


661. L’équation (1) est une intégrale complete de la proposée; 
son inlégrale générale résulte de I’élimination de @ entre 


| dF 
F[ 2x, y, z,a, ¥(@)] =o, qa 
L'équation (1) conduit aussi 4 une intégrale singuliére. 
662. Exemple : | 


mpq — z = 0. 





| ll te 
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CINQUANTE-DEUXIEME LECON. 


APPLICATIONS GEOMETRIQUES DES BQUATIONS AUX DIFFERENTIELLES 
PARTIELLES. 
863. SURFACES CYLINDRIQUES. 
y — 62 = O(4 — a2), 


 désignant une fonction quelconque, est |’équation la plus géné- 
rale, en quantitées finies, des surfaces cylindriques. 


Réciproquement, tout: surface dont !’équation a la forme pré- 
cédente est cylindrique. 


G6. Equation aux différentielles partielles des surfaces cylin- 
driques : 
ap + by =I, 


665. Cette équation exprime que le plan tangent 4 Ja surface est 
toujours paralléle aux génératrices. 


636. Intégrer |’équation des surfaces cylindriques, 
ap + bq = 1." 
Solution 2 y—bz= 0 (2 — az). 


667 et 668. Conditions qui déterminent la forme particuliére de 
la fonction *. 


669. SurFaces coniques. — Equation générale, en quantités 
finies, des surfaces coniques : 


r—* = 0(2=4). 
Z—C Z—C 


670. Equation aux différentielles partielles des surfaces coniques : 








z—c=(x—a)p+(y—b)q. 
671. Intégrale de l’équation aux différentielles partielles : 


xy —b -—¢ (3 — ‘) 
Z-—-C Z—C 
La fonction arbitraire ® sera déterminée par la condition que la 


surface conique passe par une courbe donnée ou soit tangente a 
uno surface donnée. 








672. Surpacgs conoipes. — On appelle surface canoiide toute 
surface engendrée par une droite qui est toujours paralléle a un 
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plan donné, nommé plan directeur, et assujettie 4 rencontrer une 
droite et une courbe données. 

Prenons pour plan des zy un plan paralléle au plan directeur, et 
pour axe des z la directrice rectiligne, on aura 


2=0(2). 


673. Equation aux différenticlles partielles des surfaces conoides : 
-  pr+qy =o. 
Cette équation exprime que le plan tangent en un point quelconque 
contient la génératrice correspo::dante. 


674. SURFACES DE REVOLUTION. — Les surfaces de révolution sont 
celles que I’on obtient en faisant tourner une certaine courbe autour 
d'une droite fixe. 

Soient 


xa "z . b. 
=o7 I= 


les ¢quations de |’axe, on aura 


ax + by +2 = O(2°+ 7?+ 2’), 
équation générale, en quantités finies, des surfaces de révolution. 
673. Equation aux différentielles partielles : 
(cy — bz) p+- (az — cx) q = bx — ay. 
676. Cette équation exprime que toutes les normales d'une sur- 
face de révolution rencontrent l'axe. 
677. L’intégrale de I’équation est 
ac +- by +- cz = ©(27+ ¥?+ 27). 


678. Quand l’axe de révolution est l'axe des z, les équations so 

réduisent a 
z= O(27+ 7"), 
py — 4x =0. 

679. DES LIGNES DE NIVEAU ET DES LIGNES DE PLUS GRANDE PENTE. 
— Soit une surface 
BS flz,y) 
el supposons le plan des xy horizontal. On appelle lignes de niveau 
les sections faites dans cette surface par des plans horizontaux. Une 
ligne de niveau a pour équation 


dy _ pp 
dc q 
Stcaxu. — An., Il. 27 
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Elle exprime que !a tangente a la ligne de niveau, en un point M 
de la surface, est paralléle 4 la trace horizontale du plan tangent 
mené & Ja surface par ce point. 


680. On appelle /igne de plus grande pente @une surface une 
courbe qui, en chacun de ses points, a pour tangente celle des tan- 
gentes a Ja surface, en ce méme point, qui fait Je plus grand angle 
avec le plan horizontal. 

L’équation différentielle 

pdy = qd 


représente la projection, sur le plan horizontal, do toutes les courbes 
de plus grande pente. 


Une ligne de plus grande pente coupe a angle droit toutes les 
lignes de niveau, et réciproquement toute courbe qui joutt de cette 
propricteé est une ligne de plus grande pente. 


G81. Application a l’ellipsoide. 


CINQUANTE-TROISIEME LECON. 


SUITE DES APPLICATIONS GEOMRTRIQUES DES EQUATIONS AUX 
DIFFERENTIELLES PARTIELLES. 


682. Des SURFACES DEVELOPPABLES. — On nomme surfaces deve- 
loppables celles qui étant supposées flexibles et inextensibles peuvent 
s‘appliquer sur un plan sans déchirure ni daplicature. 

Toute surface développable est le lieu des tangentes a une cer- 
taine courbe, nommée aréte de rebroussement de \a surface. Dans 
le cone, Varéte de rebroussement se réduit a vn point, et dans le 
cylindre cette courbe passe a |’infini. 


683 4 686. Equation du premier ordre qui ccnvient a toutes les 
surfaces dévcloppables : 


p= 3(q). 
687. Equation aux dérivées partielles et du second ordre, résul- 
tant de lélimination de la fonction w. Posons 


d?z d*z _ a2 _, 


d=” ded 5) Op 


Equation aux dérivées partielles et du second ordre des surfaces 
développables : 


s’—rt=o0. 
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688 et 689. INTEGRATION DE L'KQUATION - aux DIFFERENTIELLES 
PARTIELLES DES SURFACES DEVELOPPABLES. — L’équation 
s'’—ri—o 
he convient qu’aux surfaces développables. 
690. Des suRFACES réGLEES. — On nomme surfaces réglées celles 


qui s‘engendrent par le mouvement d’une ligne droite; surface 
gauche, toute surface réglée qui n'est pas développable. 
Soient 
t= 2+ 2a, 
y= bz —+- 6, 
les équations d'une drovite: si a, b, a, € sont ces fonctions d'une 
méme indélerminée 7, ‘en faisant varier 7 d'une maniére continue, 


la droite se déplacera successivement dans I’espace et engendrera 
une surface régiée. 


691. Equation différentielle du premier ordre, renfermant Seule- 
ment deux fonctions de l’indéterminée 7: 


ap + bg =1. 


a 


692. En posant im 


Cr-tacs+¢=— Oo, 


équation du second ordre ne renfermant plus qu'une seule fonction 
arbitraire c. . 


693. Posons 
dit _, d’z _ d'‘z _ as ; 
da by ded? = api” 
Cet 3c?e 4+ 3ew 4 y — Oo. 


L’équation aux dérivées partielles et du troisiame ordre résultera 
de I'élimination de c entre cette équation et celle du n° 699. - 


694 et 693. Equation DE LA CORDE VIBRANTE. 





CINQUANTE-QUATRIEME LECON. 


COURBURE DES SURFACES. 


696 et 697. CounsuRE n’UNE LIGNE SITUZE SUR UNE SURFACE 
DonNge. — Considérons une certaine courbe passant par un point 
Mi (z, y, z) dela surface. Soient 6 l’angle que le rayon de courbure R 


27. 
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de cette courbe au point M, dirigé suivant la droite MN, fait avec 
la normale MP a la surface au méme point, a et 6 les angles que la 
lanzente a la courbe considérée fait avec l’axe des x et celui des y. 
On aura 


Vi+yp?+q'cos6 
rcos?a + 25 COsa cus6 + fcos'S 
698. TutorEme Dg Meunier. — Le rayon de courbure en un point 
@une courbe quelconque tracée sur une surface est égal au produit 
du rayon de courbure de la section normale qui coutient la tangente 
a la courbe, multiplié par le cosinus de Vangle que ce plan fait avec 
le plan osculateur de la courte. 


699. On peut encore dire : 
Le rayon de courbure d’une section oblique est la projection sur 
le plan de cette courbe du rayon de courbure de la section normale. 


‘700. CouRBURE DES SECTIONS NORMALES. — Prenons le point 
(xz, ¥, 2) pour origine des coordonnées, et pour plan des zy le plan 
tangent a la surface en ce point. En désignant par 9 langle que la 
tangonte fait avec l’axe des z, ona 

_ | 
P= rcOs'9 + 25SiN@ CO8e + ¢sin?@ 
On porte la valeur absolue du rayon sur |’axe des z dans le sens des z 
positifs si le dénominateur est positif, et dans le sens opposé si ce 
dénominateur est négatif. . 


701. SECTIONS PRINCIPALES. — Les plans qui déterminent sur la 
surface deux courbes planes 4 courbure maximum ou minimum 
sont perpendiculaires entre eux. On donne aux sections faites par 
ces plans Je nom de sections principales. 


702. VARIATION DE COURBURE DES SECTIONS NORMALES. 
703 a 705. 


Deux sections normales également inclinées sur une section prin- 
cipale ont des rayons de courbure égaux et de méme signe. 

La somme des courbures de deux sections normales perpendicu- 
laires entre celles est constante. 

Dans le cas ol toutes les sections normales en un point ont la 
méime courbure, on dit que ce point est un ovndbilic. 


766. DETERMINATION DES OMBILICS. — On doit avoir 


+p pg ity 
roClSté<‘CiS*‘ 


ce qui, en y joignant I’équation de la surface, détermine les coor- 
données d'un ombilic. 
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707. Application au paraboloide elliptique : 


2=—+ 75 a>b>o, 





fl existe deux ombilics situés dans Je plan 7Oz, 


CINQUANTE-CINQUIEME LECON. 
SUITE DBE LA COURBURE DES SURFACES. 


708. SUR LA SURFACE DONT TOUS LES POINTS SCNT DES OMBILICS. 
— La sphére est la seule surface dont tous les points soient des 
. ombilics. 


709 et 710. TnEoRnre DE L'INDICATRICE. — Si l'on coupe la surface 
par un plan parallele au plan tangent et infiniment voisin de ce 
plan, la sevtiun oblenue sera une courbe infiniment petite et du 
deuxiéme degré, en négligeant des quantités infiniment petites par 
rapport 4 ses dimensions. 


741. Les ray:ns de courbure des différentes sections normales 
faites au point O sont proportionnels aux carrés des rayons de cette 
courbe, qui est nommée Z'indicatrice de la surface en ce point. 


742. Quand l'intersection de la surface par un plan paraliéle au 
plan tangent, et infiniment voisin, est une hyperbole, l'indicatrice se 
compose de deux hyperboles conjuguées. Le rayon de courbure de 
li surface devient infini et change de signe quand le plan sécant, en 
tournant autour de la normale, vient passer par une asymptote com- 
mune aux deux hyperboles. 


713. CoNSEQUENCES GEOMETRIQUES. — A toute propriété des dia- 
métres d'une section conique, correspond une propriété des rayons 
de courlure des sections normales qui passent par les diamétres de 
lindicatrice. 

744. Quand l’indicatrice est un cercle, le point considéré est un 
ombilic. Cela arrive sur les surfaces du second ordre aux points ou 
le plan tangent est parallele aux sections circulaires. 


71%. CaS OU L’ EXPRESSION DU RAYON DE COURBURE SE PRESENTE 
SOUS UNE FORME ILLUSOIRE. ® 


7416. D&FINITION DES TANGENTES CONJUGUBES. 
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Relation qui doit exister entre les coefficients angulaires de deux 
tangentes conjuguées, quand on prend pour axes la normale et les 
intersections du plan tangent avec les plans principaux : 


’ r 
mn =—-—_— 
4 


747. Deux tangentes conjuguées sont paralléles a deux diametres 
conjugués de Pindicatrice. 

La somme .algébrique des rayons de courbure correspordant a 
deux tungentes conjuguées est constante, 


CINQUANTE-SIXIEME LECON. 


SUITE DE LA COURBURE DES SURFACES. 


718 et 719. LIGNES DE COURBURR. 

On nommne ligze de courbure \e lieu des points d'une surface pour 
lesquels les normales infiniment voisines se rencontrent consécutive- 
ment. En chaque ;oint d’une surface il passe deux lignes de cour- 
bure délerminées par l’équation différentielle 


re as— path (2) +104 Ayr Pd) 


+[pyr— (t+ p?)s] =0 
et par l’équation de la surface. 
720. PRoPRIETES DES LIGNES DE COURBURE. , 
Les tangentes menées a deux lignes de courbure au point ov elles 
se croisent, sont perpendiculaires entre elies. 
Les deux liznes de courbure ont pour tangentes les tangentes aux 
sections principeles. 
7241 et 722. SoientO un point de la surface, Oz la normale, 
Fig. 137. OA et OB les deux lignes de 
courbure, O’ et O”* deux 
points infiniment voisins du 
point O sur les lignes OA 
et OB, les normales O’K et 
O’L rencontreront Oz en 
K et L. OK et OL sont 
les rayons de courbure, au 
point O, des sections prin- 
“y e cipales zO.x, zO>. 





723. 1) faut bien se garder de croire que les points de rencontre 
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des normales soient les centres des cercles osculateurs des lignes 
de courbure. Et méme les lignes de courbure peuvent étre planes 
sans que leurs cercles osculateurs se confondent avec ceux des sec- 
tions principales. Il faut que les lignes de courbure soient les lignes 
de plus courte distance sur la surface. 


724. CALCUL DES RAYONS DE COURBURE PRINCIPAUX EN UN POINT 
QUELCONQUE D'UNE SURFACE. 

(7¢—s")p?—[(r-+ pet (rt 7) r—apgs|V i+ p+ 4" .p 

++ p?+7))'=9 

725. Les normales d'une surface, menées par les differents points 
d'une ligne de courbure, forment unesurface déveloprable. Pour en 
avoir |'équation, il faut éliminer zx, 7, z entre l’équation de la sur- 
face, les équations d'une normale et \’équation qui exprime que le 


point (.z, y, 2) est sur la ligne de courbure. 
Ceite surface se compose de deux nappes. 


726. APPLICATION DES THEORIES PRECEDENTES AU PARABOLOIDB 
ELLIPTIQUE. 


CINQUANTE-SEPTIEME LECON. 


CALCUL DES DIFFERENCES FINIES. — CALCUL INVERSE 
DES DIFFERENCES. 


727. NOTIONS PRELIMINAIRES. — Soient 


tly, iy Uyyes "9 Higeeey 


une suite de valeurs successives que recoil une quantité variable. 

Si l'on retranche chacune de ces valeurs de celle qui la suit, on 

obtient ce qu’on appelle les différences premieres de ces valeurs, 
Uy — uy = AU, ym = Aye 1 gg hy = AU yy ee 


En opérant de la méme maniére sur la suite des différences pre- 
miéres, on obtient ane suite de différences seconcdes, 


Au,—Au,=Atu,, Au,—Au, = Mu,,.... 


On formera de la méme maniére des différences troisiémes, qua- 
(riémes, elec. 


728, u,v, z étant des quantités variables, 


A(u-+-v—z)=Au+dAr— Az, 
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c'est-a-dire que fa difference dune somme est égale a la somme 
algébrique des différences de ses parties. 


A(u-+-a)=Au, Aau=adAu. 
729 et 730. Expression DE A"a. 


rn(n—1) a 


I 2 yng ee ee, 


Ry, — 
A"u = ul — nu, + 


ou, sous une forme symbolique, 
A"u = (u—1)®), 
731. EXPRESSION DU TERME GENERAL D'UNE SUITE EN FONCTION 
DU PREMIER TERME ET DE SES DIFFERENCES SUCCESSIVES. 


(2 —1) 


ua tp nau +2 2 Atu-+-...+A*u, 


et la formule symbolique 
“= (1 + A) a, 
732. DIFFERENCES DES FONCTIONS ENTIRRES. 


Les différences m™™* @une fonction entiére du m™"* degré sont 
constantes, lorsque la variable crott par degrés égaux. Les diffé- 
rences suivantes sont nulles. 


733 et 73%. FXx=eEMPLEs. 


735. DIFFERENCES DE QUELQUES FONCTIONS FRACTIONNAIRES OU 
TRANSCENDANTES. — La variable croft par degrés égaux. 





, “= z(x+h)(e£+2h)...fa+(n—1)h] 
Au= —rh 
~ el(aeth)(e2+ah)...(etuhy’ 
Mua a(n-+-1) 


et ainsi de suite. 
2° u= a, 
A" u == at (a*—r1)*, 


3° Asin(ax+ 6) = asin ~ ah cos (ar + b+), 


2 
A cos(ar + 6) = — asin ~ ah sin (ax +642), 
Msin(az+ 6) =— (sin? sin (az + b +-ah), 


et ainsi de suite. 


et inet 
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736. CALCUL INVERSE DES DIFFERENCES. — DEFINITIONS ET NOTA- 
tions. — Le calcul inverse des différences a pour objet de déter- 
miner une fonction quand on connalt sa différence finie, ou lorsqu’on 
a une relation entre cette fonction, quelques-unes de ses différences 
et la variable indépendante. 

La fonction F(z) dont la différence cst f(.2) se représente par 


df (x) et se nomme lintégrale aux différences finies de f(r). Ona 
adil) =fle), Paste) =f(2)- 


737. Dans le calcul intégral ordinaire, quand on a obtenu une 
intégrale particuliére d’une différentielle donnée, on ajoule a cette 
premiére solution une constante arbitraire pour former lintégrale 
générale. Dans le calcul intégral aux différences finies, il faut ajouter 
4 une intégrale particuliére la fonction la plus générale dont la dif- 
férence est nulle, a(z), 


Aa(xr) = o(x4+h)—a(zr) =0. 
On aurait une fonction jouissant de la propriété en queation, si 
Von prenait 
(x —y ._ 2 2.7 
o(.2) = sin —F—) cos — ’ 
¥ désignant une fonction tout a fait arbitraire. 
738. THEOREMES SUR LES INTEGRALES AUX DIFFERENCES PINIES. 
F(z,) — F(z.) =f(2,) + f(2,) +.--+f(%4)) 


Slete—z) =Su+ye—Sez, 
Yau = ade. 


139, 740 et 741. INTEGRATION DE QUELQUES FONCTIONS. 


CINQUANTE-HUITIEME LECON. 


SUITE DU CALCUL INVERSE DES DIFFERENCES. — FORMULES 
D INTERPOLATION. 


7§2. INTEGRATION DES FONCTIONS BNTIERES. 
Cette intégration peut se faire par la série de Taylor. 


f(2)= WYP (2) + um feds weee 


a 





GR 
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et, si l’on pose f(.r) = 2™*', 
2 
a”! = (m+ > ean (mm +1) ma > an 


(me 1) m( im —1) 3 -_ 
+ 1.2.3 ve +: 


Mra5t+e, 


er y/ 
> ; Sh e+ ex +, 
x! h 
>= hh aaa ta +¢, 
' x I he he 
tf LL —_ —— enue 
=H gr tye —aoe +e. 


eeeeeree nee reer sae ese eae ees weenensnanese 


743. Sommes des puissances des nombres 1, 2, 3,..., 2: 


I w(7 - 
S =i tina Neen, 
=a tay, a ME (e+) 
S, gt Seiten a3 
— ato toy @(ati)y 
SS Geet Te ; } 


Ae, 
| 


Le La) 
gs 3” + 37-3, 


744. Evaluation DEs SOMMES PAR LES INTEGRALES ORDINAIRES ET 
DES INTEGRALES PAR LES SOMMES. 


xX 
Sfla)=4 [ fx)de— LEX) —S(2)] 
+ —h[f'(X) —f"(7,)] 


lonae emi " 
~ Som [f"(X) — f(a) +e. 


743. Intégrale ordinaire en fonction d’une intégrale aux diffé- 
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rences finies - 


x To » 
f f(e)ea ah [ae +f (21) + f (12) +. 4H] 
loery 
— a2 U(X) —f (10) ] 
+ MIN) — fee] +o, 


Le premier terme du second membre est égal 4 la somme des 
trapézes inscrits dans la courbe 7 = f(.r), et déterminés par des 
ordonnées équidistantes. Quant au premier membre, il représente 
Paire de cette courbe. 


746. La détermination des coefficients numériques peut se faire 
au moyen d'une fonction particuliére. 


747 et 748. FORMULES D'INTERPOLATION. — FoRMULE DE NEWTON, 
— L’interpolation a pour objet de trouver une fonction d'une va- 
riable, connaissant les valeurs de cette fonction qui correspondent 
4un certain nombre de valeurs données de la vari:b!e. Ce pro- 
bleme est indéterminé tant qu’on ne fixe pas la forme de la fonction 
cherchée. Soient . 

To, Ty, Tepes, Tr 
n ——1 valeurs équidistantes d’une variable, ct soit ” leur différence 
constante. Soient 

Uo, ty, Ugy..+, Un - 
les valeurs correspondantes d'une fonction u, que nous supposerons 
entiere et du a/ée degré : 


a Ay Py i Ato 
tu = uy -~ T Ang i= (Fs  , 
h h\h 1.2 


cL . (z A" Up 
+ -{-— see f — —y—-- | |) ————- 
h\h ) A 1.2. ..0 


749. ForMULE DE LaGaaNnce. — Supposons maintenant que les va- 
Jeurs données de z, 
Zo, Uy, Le,-.-, Try 
soient quelconques : 
(x — ry) (rr — te)...(2— Tn) 
(fo — 1) (20 — 2) (to tn)” 


(xr — 29) (4 — iy)... (0.0 — Tp) 








(ry — 19) (44 — 22).- (04 -- tn) 





(4- ro) (2 — Hy) (oC Ln 1) u 
(Ln — Lo) (Ln — 21) (Ln — Xn-1) ” 
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750 et 731. PORMULES D’APPROXIMATION POUR LFS QUADRATURES, 
RECTIFICATIONS, CUBATURES. — Supposons qu'il s'agisse d’évaluer 
Yintégrale 


xX 
I(x) dz = §, 
<r 
ou l’aire de la courbe x = f(z): 


h 
s = 3 [7% +y,+ 27, +Y, dq... Iya) + 4 (7, +Y; Het I,)), 


formule due 4 Thomas Simpson. 


——- — 


CINQUANTE-NEUVIEME LECON. 
VARIATION D'UNE INTBGRALE DEFINIE. 


752. BuT DU CALCUL DES VARIATIONS. — On considére une inté- - 


grale définie 
of dy ay ) 
I F(295 To Gare’) 


ct il faut trouver pour y une fonction f(z) telle, que cette inté- 
grale ait une valeur plus grande ou plus petite que si l'on rempla- 
cait f{(2) par une fonction d’une forme tant soit peu différente. 


753. Exeupitr. — Etant donnés deux points C et D, trouver une 
courbe plane CMD telle, que la surface de révolution engendrée par 
le mouvement de cette courbe en tournant autour dun axe Ox 
situé dans son plan soit un maximum ou un minimum. 


Soit S Ja surface : en pusant 
mr 
S= 26 . ye 


il faut trouver une fonction de x, 7 = f(z), telle, que lintégrale 
précédente ait une valeur plus grande ou plus petite que toutes 
celles qu’on obtiendrait en modifiant infiniment peu la forme de la 
fonction f (uz). 


734. La marche a suivre pour résoudre ces nouvelles questions 
différe peu de celle qu’on a déja suivie dans les questions ordinaires 
de maximum et de minimum. 


755. DEFINITIONS ET NOTATIONS. — Soient 
y= f(z) 








DES MATIERKS. 429 
Yéquation d’une courbe, et 
y = F(z) 


’équation d’une autre courbe qu’on obtiendrait en faisant varier 
extrémement peu la fonction f(z). Si lon appelle dy |’accroisse- 
ment de l’ordonnée MP quand on passe 4 la seconde courbo, l’ab- 
scisse restant la méme, 


by = Fr) — f(r), 
est ce que l’on nomme la variation de l'ordonnée ou de la fonction. 


756. On raméne les variations aux différentielles en regardant y 
comme une fonction de x et d’un parametre arbitraire ¢. Soit 


X= 9(2,¢), 
on aura 


737. Il est souvent nécessaire de faire varier, a la fois, x et y, 
quand on passe de !a courbe proposée a Ja courbe infiniment voi- 
sine. On regarde z et y comme des fonctions d’une variable indé- 
pendante wz, et d’un certain parametre ¢: soit 

x = 9(4,¢), y= pe, t). 

On suppose que pour ‘=o, y devienne une certaine fonction 

de x, f(x), et que x devienne une fonction quelconque de «, 


f\x). 
¢ (4, 0) = f(x), ¥(u,o) = FU f(«)). 


On aura 2 m 
_. { 2 _({(& 
te= (TE) 36 ar= (Ge) ae 


Si laissant & ¢ une valeur constante on faisait yarier u, on aurait 
_ 9 _ ay 
dx = Tle du, dy = la du. 
738. On appelle variation de U la partie de AU qui ne dépend 
que des premiéres puissances des variations é.r et Oy-. 
dU dU 
dU = dg ot + 8Y 


759. On appelle variation seconde d'une fonction U la variation 
de 3U : on la désigne par 6?U. La variation de cette derniare est 


appelée variation troisiéme de U et se désigne par 0°U, et ainsi de 
suite. 


760. TukoREMES SUR LA PERMUTATION DES SIGNES d@ ET é, f 
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ut 6. -- La variation de la différentielle d’une fonction de x est 
égale @ la différentielle de la variation. 


é6dU —dsu. 
761. 
om l"U = d"d"U,"“ 


. ) 


762 On peut aussi intcrvertir Vordre des signes @ et |. 
pe & 


x, z, 
af Vele = f $ (Var). 


763 & 767. VARIATION D'UNE INTRGAALE DEFINIE 


. — Cas ov La 
FONCTION SOUS LE SIGNE f{ NE DEPEND PAS DES LIMITES. 


*, 
U =f Velz, 

vz, 
ely 
dy de 
VENT) P=a) T= a 
dV dV dV av 
M=——» N= P=’ Q= 


r= iv (p— 2) p— Qo |a2+ (p— 3) ty + Q3pt, 


2 
K-n—2h 0 


de + du’ 
x, x, 
¢f "Vax = r+ (K8y —Kpéx) de. 
ur, r . 


168. Cas OU LA FONCTION V RENFERME DEUX FONCTIONS DE 7 


dy dy — dz d*z 
VS (20 Go Ge Ge ga)? 
x, x, 
af Vdc = rtf (Kw + K’w’) cz, 
zy er, 
en posant 
az , az ' 
ae > dz 7 
dV » adV_,, dV Q' 
dz dp" » dg ~*~? 





DES MATIERES. Adi 


r’ s‘obtient en ajoutant aT les termes qui résultent du changement 
des quantités P, Q, p,..., en P’, Q’, p’,.... 


769. Cas OU LA FONCTION V DEPEND DES LIMITES DE L’'INTEGRA- 
TION. — Il faut ajouter a la variation de l’intégrale les termes qui 
proviennent de la variation des limites. 


SOIXANTIEME LECON. 


SUITE DE LA VARIATION D'UNE INTEGRALE DEFINIE. — 
APPLICATIONS. 


770. AUTRE MOYEN DOBTENIR LA VARIATION D'UNE INTEGRALE 
DEFINIE. 


| a, 
af Vee = r+ f (Hd2+ Kd y) de, 
x, “VU Ty 


H= — Kp. 


7741. Si l’on ne faisait varier que 7, 


zr, x, 
d Vdx =T' +f Ko yde, 
7. z, 
r'se déduisant de I, par la suppression des termes qui renfer- 
ment dx, el ¢dz,. 
Si l'on faisait varier .r seulement, 
aa, x, m2, 
f Vdr == 1" +f Héoadx = lI" — | K po adz, 
* 7. os, 
[" étant ce que devient £ quand on y fait dy, =0, dy, =o. 
772. Cas ot il entre dans la fonction V une autre fonction z de x 
avec se3 dérivées p’ et q’: 


z, Zz, 
af Vde=r+ f (Héx+ Kéy+ K'dz) dz, 
ry x, 
H = — (Kp +- K’p’). 


773. MAXUMUM ET MINIMUM DUNE INTEGRALE DEFINIE. 0U = o est 
la condition du maximum ou du minimum. 

Si é?U reste toujours positive, lorsque les variations dx et dy 
changent d’une maniére quelconque, tout en restant infiniment 
petites, U sera un minimum. Si 4°U reste négative, U sera un 
maximum. Enfin U ne sera ni un maximum ni un minimum si 0’U 
peul changer de signe. 
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774. L’équation dU = o entratne les deux suivantes 
r=o0, K = o. 


773. CONDITIONS RELATIVES AUX LIMITES. — Dans le cas ot V ne 
contient que z, y, pet, l’équation K = o est du quatriéme ordre, 
et l'on a 

y = f(a, C, C’, C’, C”). 

Pour déterminer les quatre constantes arbitraires, il faut avoir 
égard a l’équation Fr := o. Plusieurs cas : 

1° Si l'on se donne les valeurs de x, y, p, 7 aux deux limites, 
Véquation © = o est identiquement satisfaile, et on aura 


Je =f (z,, C, C, C’, C”), 
P, =f'(27,, C, C’. Ct, C”), 
yx, = Ef (2z,, C, C’, CC”), 
p, = f"(2z,, C, C, C’, C”). 


a° Si l'une des six quantités z,, y,,..., reste arbitraire, p, par 
exemple, I'équation r = o se réduit 4 Q, = 0; on a cing équations 
pour déterminer les quatre constantes et la valeur de p,. 
3° Si l'on a 
P(r Nor Por Bir Nir Py) = 0, 
on aura 


d 


dy d¢ dg a9 _ 
OP, The, ox, + dy, oy, + dp, dp, = 0. 


d d 
Tet ae 8 ay, 
@ 


AX 4 


En portant la valeur de dp, , tirée de cette équation , dans I’équa- 
tion Fr = 0, il faudra égaler a o les coefficients de dz,, 9),, dp,, 
dx, et dy,. On aura dix éyuations pour déterminer les dix incon- 
nues C, C’, C", OC", ry, os Por Ti Nur Py 


776. CaS OU LA FONCTION V CONTIENT DEUX FONCTIONS DE Zz. — 
V contient deux fonctions y et z de la variable wr. On aura 


F=-0o, K=o0, K’=o0. 


777 4 779, S'il existe entre y et x une relaticn 


F(x, y, z) =0, 
on aura 
rao, KK _, 
dz d 


780. LIGNE LA PLUS COURTE ENTRE DEUX POINTS DANS UN PLAN. 
— La ligne cherchée est une ligne droite. 








~ 
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784. LIGNE LA PLUS COURTE D'UN POINT A UNE COURBE PLANE. — 
La ligne la plus courte entre un point ct une courbe est une droite 
normale a cette courbe. . 





782. LIGNE LA PLUS COURTE ENTRE DEUX COURBES PLANES. — La 
ligne la plus courte entre deux courbes planes est une normale 
commune aux deux courbes proposées 


—_— -= _ _— 


SOIXANTE ET UNIEME LE€ON. 
SUITE DES APPLICATIONS DU CALCUL DES VARIATIONS. 


- 783 et 784. AUTRE MANIERE DE RESOUDRE LES PROBLEMES PRECE- 
pents. — Au lieu d’appliquer les formules générales, on opére 
comme il a eté expliqué au n° 770. 


788. LIGNE LA PLUS COURTE ENTRE DEUX POINTS, DANS L'ESPACE, 
— Soient z,, y,, 2, les coordonnées du premier point, et z,, 7,, 2, 
celles du second, 
yo=ers+C, z=c'xr4C, 


équations d’une ligne droite. 
786. DETERMINATION DES CONSTANTES. 
787. LIGNE LA PLUS COURTE SUR UNE SURFACE DONNEE. — Suit 
F(x, 7,2) = 0 


Véquation d’une surface courbe; proposons-nous de trouver la 
ligne la plus courte AMB que Von puisse tracer sur cette surface 


entre deux de ses points A et B. 
Ona 
dF dF 
de du dz dy dy ids 
(aK m=” da — aK a 7% 


dz dz 


ce qui fait Lrois équations pour déterminer les deux fonctions y et z. 
Mais l'une des derniéres équations est une conséquence de l'autre 
et de I’équation de la surface. 


788. Les lignes les plus courtes sur une surface sont ncmmées 
lignes géodeésiques de cette surface : tous leurs plans osculateurs 
sont normaux a la surface. 

Les ccnstantes se détermincront comme dans le probleme précé- 


Stckm, — Aa., U. 28 
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dent. Si la ligne cherchée doit aboutir a deux courbes données sur 
la surface, la courbe AMB les coupera 4 angle droit. 


789. La propriété d’étre la ligne la plus courte entre deux poinis 
quelconques d’une surface peut n’exister que sur une portion d'une 
ligne géodésique. Sur la sphére, la propriété du minimum appar- 
Lient seulement aux arcs de grand cercle moindres qu'une demi- 
circonférence. 


790. SURFACE DE REVOLUTION MINIMUM, — Etant donnés, dans le 
méme plan, deux points A ct B, et une droite CD, troueer une 
courbe AMB, située dans ce plan, et qui, en tournant autour de CD, 
engendre unc surface de revolution dont Vaire soit la plus petite 
possible. 

Prenant pour axe des x la droite CD, et pour axe des + une per- 
pendiculaire 4 cette droite, on a 


équation d'une chainette (S74, 2°). 


SOIXANTE-DEUXIEME LECON. 
SUITE DES APPLICATIONS DU CALCUL DES VARIATIONS. 


791 et 792. Buacttistocinone. — Prosikme. tant donnés deux 
points A ct B, trouver la courbe AMB que doit suivre un point pe- 
sunt pour aller du point A au point B dans le temps le plus court 
possible, Ceite courbe s’appelle brachistochrone ou courbe de plus 
vile descente. 

La courbe cherchéo est une cycloide. 


793. Si les deux points A et B sont assujettis a se trouver sur 
deux courbes données CD, EF, on obtient encore une cycloide AMB. 
située dans un plan vertical qai coupe la courbe EF a angle droit. 

La tangente a la cyclofde au point B est perpendiculaire a la tan- 
gente menée a la courbe CD par le point A. 


794. REMARQUES SUR L’INTEGRATION DE L’EQUATION © 


2 
cn 00 


ix dx? 
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1’ Si.y n’ontro pas explicitement dans V, I’équation se réduit a 
| d 
Q_ C, 


qui n'est plus quo du troisiéme ordre. 

2° Si z nentre pas explicitement dans V, |’équation K = o sc 
réduira encore au troisieme ordre en prenant » pour variable in- 
dépendante. 

3° Si l'on avait 4 la fois M = 0, N = o, ’équation se raménerait 
au deuxicme ordre. 

795. PROBLEME. — TJrouver une courbe plane AMB telle, que 
f’aire ACBD comprise enire Carc AMB, les ray ons de courbure AC 
et BD qu correspondent aux deux points extrémes A et B, et la 
portion de developpée CD comprise entre tes centres de courbure 
U et D suit un muumum, | 

La courbe cherchée est une cycloide. 


796. MAXIMUM OU MINIMUM RELATIF. — I] s agit de rendre maxi- 


? 


° e o ta rd . a1 s e 
mum ou minimum une intégrale définie V dx, avec la condition 


Q 


2; ° . » 
qu'une autre intégrale détinie f Ud ait une valeur déterminée é. 
‘o 


797. Supposons qu’il s’agisse de rendre maximum Iintégralo 
vy ¥ s o 

f. Ved.c, avec la condition 
ve 


"“Udxr =. 


e/ V5 


Les variations de ces inlégrales doivent étre nulles. On doit 


avoir 
a wy 5 t's : 
6 Vdxc==0, 6 Uds =o. 
Lorn ar) 


En développant ces deux cunditions, on a 


ary 
r -1- Kw cc = O, 
ar) 


ry 
@ -:- f ‘Lwdr = 0. 
e/ 9 


Jn a les deux équations 
rae =o, K +- aL =o. 


On aura donc une constante de plus que dans lo cas ot !’on re- 
28. 
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cherche un minimum absoiu, mais on a aussi une équaticr de pics 


[ “Udr=l 


ea 
@ pe 


798. La recherche du maximum relatif de lintégrale | ‘V dx 


eho 


revient 4 chercher le maximum absolu de l’intégrale { (V-+aU)d.r. 


729. PROBLEMES SUR LES ISOPERIMETRES. — Etant dounes deur 
pois C et D sur un plan, trouver, parmt toutes les courbes de 
méme longueur situées dans ce plan et terminées aux pouts C et D, 
celle pour laquelle Uaire ABDC est un maximum. 

La courbe cherchée est un arc de cercle. 


800. Pros.eme. — De toutes les courbes isopérimeétres que l’on 
peut tra er sur un plan entre deux potnts donnes A et B. trouver 
celle qui, en tournant autour de la droite Q.r, engendre la plus 
grande ou la plus petite surface de révolution. 

La chainette. 


801. Proptemm — De toutcs les courbes isopérimétres, trouver 
celle quae engendre le volume minimum. 


dvs -—a 
yu? —(p2—c)? 





Gquation différentielle de la courbo élastique. 


82. PRORLEME. — Determiner la courbe qui, par sa révolution 
autour d'un ave (l’are des x) engendre la surface minimum qui 
renferme un volume donné. — 

v2 =b ht) dy 
da =, OO, 
fat)? —()? moan b2 )2 

Si la constante & est nulle, on a un cercle ou l’axe des .r. 

Si west pas nulle, Péquation différentielle appartient a la courbe 
décrite par l'un des foyers d'une ellipse ou d'une hyperbole qui 
roule sans glisser sur l'axe des .x. 
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SURFACES REGLEES. 


32*. Quand les coefficients qui figurent dans les deux équations 
d'une droite sont des fonctions déterminées d’un paramétre arbi- 
traire A, la droite peut, en général, prendre une infinité de posi- 
tions dans l'espace; elle ne peut, toutefvis, passer que par les 
points dunt les coordonnées satisfont aux deux équations pour une 
valeur convenable de A; c'est dire que le lieu de cette droite est 
une surface, nommée surface réglée, dont Véquation s’obtient en 
éliminant 4 entre les équations de la génératrice. 

Lorsque les équations d'une droite renferment deux ou trois 
arbitraires, la droite fait partie de systemes infiniment plus com- 
préhensifs que le précédent et auxquels on a dunné les noms de 
congruences ou faisceaux et de complexes; on reconnait im- 
médiatement que, par un point quelconque de l’espace, il passe 
un nombre fini de droites d'une congruence, ct un nombre infini 
de droites d'un complexe, celles-ci formant une surface conique. 
Nous voyons aussi que les droites dont les équations renferment 
quatre arbitraires sont absolument quelconques ct ne sauraient 
former un systéme déterminé. Nous nous bornerons ici a consi- 
dérer les systémes de droites qui constituent les génératrices d'une 
surface réglée S. 

Nous prendrons des axes coordonnés rectangulaires, le lecteur 
pouvant voir facilement dans quels cas cette restriction est inu- 
ile; nous écrirons les équations d'une génératrice G sous la forme 
tres générale | 








(t) = —F >. ; 


si l'on désigne par ¢ la valeur des trois fractions, o: aura 


(2) r=at+-% yolbt-+8, saet+y. 
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Les constantes a, b, c, 2, 8, y sont des fonctions déterminées 
_ du paramétro A; les trois premiéres sont proportionnelles aux 

cosinus directeurs de G, les trois autres sont les coordonnées d’un 
point P qui joue sur G le réle d’origine des longucurs ; la distance 
du point x, 7, z de la droite au point P est ¢a*+ 62+ c?, ¢ 
pouvant tre positif ou négatif. 

Dans des questions particuliéres, on pourra faire 


at b%¢4-c?8=1; 


alors a, 5, c seront les cosinus directeurs de G. D’autres fois, on 


fera 
c=, Y= 0; 


les équations de la droite prendront la forme 
g=az+s4, yohs+3, 


ou ne figurent que les quatre paramétres qui doivent nécessaire- 
ment entrer dans les équations générales d'une droite. 


33*. Le lieu des paralleles menées par un point quelconque aux 
oénératrices de S est le cdénre directeur de la surface; J) peut se 
réduire & un plan ou a un systéme de plans; dans tous les cas, 
chacune de ses génératrices rencontre S en un point rejeté a lin- 
fini, puisqu’elle est parallele a une droite située sur S. 

Si l'on prend Vorigine des coordonnées pour sommet du céne, 
Péquation de ce cone s’obtiendra en éliminant A entre les équa- 
tions 


r_J_?, 
(3) | a bt 


Quand léquation de S est algébrique, l’équation du céne s'en 
déduit en égalant 4 zéro ensemble des termes du plus haut degré. 
Soit, en effet, F(z, 7,2) la somme de ces termes : pour que la 
droile (3) rencontre la surface réglée en un point a linfini, il faut 
qu’on ait 

F(a,b,c)=0; 


le lieu de celte droite se trouve en éliminant a, b, c entre cette 
éyuation de condition, qui est liomogéne, et les équations (3); le 
résultat de l’élimination est 


(zr, y,2\=0. 








— 
[| 
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LIGNES DE STRICTION. 


34*. Nous aurons besoin de connailre l'angle de G avec une 
vén‘ratrice G’ infiniment voisine, la grandeur et la position de la 
| erj« ndiculaire commune a ces deux droites; a cet effet, nous 
1appellerons les formules de Géométrie analytique qui résou- 
draient les mémes problémes pour la droite G et une autre 
droite G,; définie par les équatious 


r—-% _ ¥— Bi ty, 


Qa a4 Cy 


Désignons par V l’angle des deux droites et posons, pour 


abréger, 
bey — chy = ob, Ca, — ac, = Vb, ab,— ba,= €, 
2+ V2 + C2 = h?; 
on aura 


. h 
sin V Ss Le o_o 
fiat b2-+- ¢?) (a? + b3 4-0?) 


La perpendiculaire commune aux deux droiles a pour longucur 
J 1 oN 
=E [AoC a1— @) + VE (Bi— BY) + SCs — YI 


. . & Ub © eae 
es cosinus directeurs sont aR? et la valeur de ¢ qui déter- 


nvine sur G la posilion du point ot cette droite rencontre la per- 
pendiculaire commune est 


c= ii [(b, © — cy Vo) (my — @) + (0, — ©) (81 — B) 
+ (a, Vb — bh) (Yi — 7)] 
Supposons maintenant que G, devienne infiniment voisine de G : 


aq a, @&—a, ... pourront étre remplacés par les differen- 
lieles da, da, db, dB, dc, dy; % deviendra 


b(c+ dc) —c(b+ db) = bdc—cdb, 


wy et © deviendront cda—adc, adb—bda, et les formules 
générales se simplifieront parce qu’on pourra se borner aux parties 
principales des termes qui y figurent. I! convient, d’ailleurs, do 
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remplacer da, da, ... par a'd), a'dh. ..., a’, a’, b', B’, ce’, 4’ 


désignant les dérivées de a, a, b, 8, c, y par rapport au para- 
metre A dont elles dépendent. Nous poserons 


bc'—cl =A, ca' — ac' =B, ab’ — ba'= C, 
At+ BP+ C?= Il?; 


l’angle de G et de G’, qu’on peut prendre pour son sinus, est 


_ H dd 


o= —~—-, ——» 
tr at+ 2+ et 


La perpendiculaire commune a G et a G' a pour longucur 





rs Aa’+B3'+Cy' py. 

oT il , 
ses cosinus directcurs sont A B, C 
Ho HH 
point qui tend vers une limile déterminée Q, dont la position 
sur G est définie par une valeur de ¢ égale a la limite de t, savcir 


; elle rencontre G en un 


ve A(c8'— by') + Blay'— e2’)+ C(b2'— ag’) 
ST en tt ~ 


35°. Le point limite Q, dont les coordonnées sont 
x=aT+a, y=bT+8, . z=cT+~, 


est le powt central de G; le plan qui passe par G et par la droite 
limite de la perpendiculaire commune a G et 4 G’ est le plan cen- 
tral de G. 

Le licu des points centraux des diverses génératrices de S est 
la Ligne de striction de la surface; il n'y a pas de raison pour 
qu'elle soit langente aux plus courtes distances des génératrices 
infiniment voisines ct, en général, elle coupe obliquement les 
génératrices de S, 

Considérons comme exemple les droites définies par les équa- 
Lions 

y a+ rVyq. 
—SC~«<C 


vp vq 


elles forment l'un des systémes de généralrices du paraboloide 
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Nous avons 

a= d, b= VP; c= vq» 

a= -- 3A, B=0, y=—AVy; 


e a A 
on trouve que T se réduit a P 
p+ 





rh et que les coordonnces d'un 


point de la ligne de striction sont 


— bP): — A 2 z= — —*_ gi. 
Pprq Pq 

Pour avoir les équations de la ligne de striction, on élimine 4 
entre ces trois équations, ce qui donne I'équation du paraboloide 


et I’équation 





3 3 
q?y + p'z= 0; 
la ligne de striction est une parabole si p 2 q. 

On aurait pu déduire le méme résultat d’une remarque trés 
simple : quand toutes les génératrices d'une surface réglée sont 
paralleles 4 un plan directeur P, leurs plus courtes distances sont 
| perpendiculaires a P; la projection de la ligne de striction sur P 
| doit élre ’enveloppe des projections des génératrices; la ligne de 
| striction est la courbe de contact de la surface avec un cylindre : 

c'est donc une parabole si p2q; quand p= q, c’est une droite. 


PLANS TANGENTS AUX SURFACES RNEGLEES, GAUCHES 
OU DEVELOPPABLES. 


36*. En général, l'angle © et la plus courte distance 6 de deux 
génératrices infiniment voisines sont du méme ordre de grandeur 
que la variation dA que subit A quand on passe d'une génératrice 


; . YY . . 
a l'autre; mais le rapport rt que nous désignerons par p, est fini. 


Lorsque » est infiniment petit par rapport a dd, les générc- 

_ trices G et G’ peuvent étre consid¢rées comme paralléles; si le 

méme fait se présente pour toutes les valeurs de 4, la surface est 

cylindrique. On peut l'établir par le calcul : pour que 9 soit infi- 

niment plus petit que dA, il faut que le numérateur H de sa partie 

principale (34* ) soit nul; cela exige A = B =C = 0, et I’on en 
conclut immédiatement 

ae’ le’ a b c 


—_— oS L >- 7 > — 93 
lo bo Co 


/ ° mJ 
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aig, bo, Co Stant les valeurs de a, 6, ¢ pour une certaine valeur 
de A; les cosinus direcleurs de G, proportionnels 4 des con- 
slantes, sont constants. 

Quand 6 est infiniment plus pelit que dA, les deux généra- 
irices G el G' peuvent étre considérées comme se rencontrant, et, 
si cela arrive quel que soit A, la surface S est développable. Pour 
nous en rendre compte analytiquement, remarquons que le cvueffi- 
cient de dA dans 6 (34* ) doit étre nul : 


(1) Aa'+ BB'+ Cy’ =o. 


D'ailleurs, le point P(«, 8, y) peut étre choisi comme on veut sur 
Gr: je le fais coincider constamment avec le point central; T est 
alors constamment nul, et l’on a 


(2) bC —eB)a’ +(cA —aC)3'-+ (aB — bA)y' = 0. 


Les équations (1) et (2) permettent de lrouver des quantités 
proportionnelles a a’, 8’, y': 


ee e+ rr 
—_— 


? 


a 
c(A2-- B?) —C(Aa + Bb) 
Or on a identiquement 


agA+bB+cC=0; 


si on transforme, ai moyen de cette identité, les parlios sous- 
traclives des dénominateurs, on trouve 


x cy vw 
ia =p = lic 


Les équations de la droite G peuvent done s’écrire 


e’est dire que celle droile est une tangente a la ligne de stric- 
tion; la surface S qu'elle engendre est done développable. Notre 
calcul suppose, i] est vrai, a’, 8’, y’ différents de zéro; si ces déri- 
vées Glaiont toujours nulles, a, 8, y seraient constants, et S serait 
un cone, c’est-’a-dire encore une surface développable. 
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Quand p n’est ni nul ni infinit, deux génératrices consécutives 
ne sont pas dans un méme plan et la surface S est gauche. 


37*. Nous allons chercher I’équation du plan tangent en un 
point M dont les coordonnécs sont r= at+ 2, y = bt-+B, 
z=ct+y; elle est de la forme 


(3) P(X—at—«)+Q(Y¥ — bt — 8) + R(Z— ct — y) =0. 


Considérons une ligne quelconque située sur S et passant par M; 
les cosinus directeurs de sa tangente sont proportionnels aux 
valeurs de dz, dy et dz qui correspondent a un déplacement sur 
la courbe a partir du point M, savoir 


(a't+2')di\ + adt, 
(b't + B') dd + bade, 
(ct +7')dd\ + edt. 


Pour que la tangente soit située dans le plan (3), il faut qu'on 
ail 
P[(a’t + a') dd + adt] + Q[(b't + 8’) dd + bdr] 
+ R[(e't + y')dA + edt] =0; 


le rapport de dd & at peul étre quelconque, et |’égalité ne peut 
avoir lieu identiquement que si le coefficient de chacune des dif- 
férentielles est nul séparément; on a ainsi deux équations de con- 
dition d’ot Pon tire des quantités proportionnelles a P, Q, R; il 
suffit Ce les substituer dans I’équation (3) pour avoir celle du 
plan tangent en M : 


(At+ by'— cB’) (X— 2) + (Be+ ez’ — ay')(Y— 8) 
+ (C¢t+ ap’ — ba’) (Z—y) = 0. 


Cette équation contient ¢, et le plan tangent ne doit pas étre lo 
mémo, en général, aux divers poiats d’une génératrice G. Pour 
étudier la loi de sa variation, faisons coincider l'axe des .x avec 
G : sur cette droite, 5, c, B, y sont nuls; A, B, C so réduisent 
4 0, —ac', ab’; on peut faire z= 0, a=1; ¢ est alors égal a 
l'abscisse x du point de contact, et l'équation du plan tangent en 
un point de G devient 


(4) (ca -t y')¥ —(b'x + B')Z =0.' 


Cetle équation peut encore étre simplifice; mais, : ous sa forme 
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actuelle, elle permet de faire une remarque importante. linagi- 
nons une surface régiée S, ayant aussi pour génératrice G : le plan 
tangent 4 S; en un point de G aura une équation de la forme 


(ee +y,)¥ = (b,2+ Bi)Z: 


les valeurs de x pour lesquelles les deux plans tangents coin- 
cident sont données par une équation du second degré; on en 
déduit ce théoréme : 


Deux surfaces réglées qui ont une génératrice commune ont 
méme plan tangent en deux points de cette génératrice; si leurs 
plans tangents coincident en plus de deux points, ils coincidcront 
tout le long de la génératrice. 


La derniére proposition est souvent mise 4 profit pour con- 
struire le plan tangent a une surtace réglée quetconque S: si l'on 
connait le plan tangent en trois points d'une génératrice G, on 
pourra déterminer un paraboloide qui passe par G et qui admette 
les trois plans tangents considérés; en lout autre point de G, le 
plan tangent a S cofncide avee celui du paraboloide qu‘on sait 
construire : le paraboloide est dit paraboloide de raccordement. 


38*. Revenons a l’équation (4) et supposons que nous fas- 
sions coincider l’origine des coordonnées avec le point central, 
l'axe des y avec la limite de la perpendiculaire commune a G et 
a Gr’ : C doit s’annulor comme A, et aussi T; on voit quil en 
résulle 6'= y'=0; 9 so réduit a c'dd, 6 a 8d), Iéquation (4) 
devient 


Le plan tangent au point central coincide avec le plan central; 
a partir de ce point il tourne d'un angle dont la tangente est pro- 
portionnelle a l'abscisse du point de contact; le rapport de pro- 
portionnalité p s‘appelle parameétre de distribution. A Yinfini, le 
plan tangent est perpendiculaire au plan central; il est parallele 
a G', ou, si l’on veut, au plan qui touche le céne directeur tout le 
long de la génératrice paralléle a G. 

Quand p est infini, comme cela arrive sur un cylindre, le plan 
tangent reste confondu avee le plan central, sauf a Vinfini ot il 
est indélterminé. Si p est nul, le plan tangent est perpendiculaire 
au plan central en tous les points de G, saul au point contrai, ot 
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il est indéterminé. En somme, le plan tangent 4 une surface déve- 
loppable reste le méme tout le long de chacune de ses généra- 
trices. 

Le plan tangent en tous les points d'une droite D siluée sur 
une surface ne varie suivant la loi qui vient d'étre établie que 
si D fait partie d’un systéme de droites tracées sur la surface; il 
est clair, par oxemple, qu'on peut imaginer un conoide dont les 
plans tangents aux divers points de son axe varieront suivant 
une loi parfaitement arbitraire. 


LIGNES ASYMPTOTIQUES. 


39*. On appelle ligne asymptotique une ligne tracée sur une 
surface S, de telle sorte qu’en chacun de ses po:nts elle soit tan- 
. gente a l'une des asymptotes de l'indicatrice de S relative au 
méme point. Il existe, en général, deux systémes de lignes 
asymptotiques sur une surface quelconque, du moins sur la 
partie de cette surface ou, les courbures principales étant de 
sens contraires, les indicatrices sont hyperboliques et ont des 
asymptotes réelles. . 

Le plan qui passe par la normale 4 S en un point M et par une 
des asymplotes MA de l'indicatrice détermine dans la surface une 
seclion dont le rayon de courbure en M est infini; soit done M’ 
un point de cette section infiniment voisin de M; la distance du 
point M' a MA et, par suile, au plan tangent en M, est, 4 moins 


d'infiniment petits de l’ordre de MM’, égale a MM’ divisé par le 
double du rayon de courbure en M (4*); cette distance est done 
dordre supéricur au second, MM’ étant du premier ordre infini- 
-lésimal. Cela posé, rapportons la surface 4 un systéine d'axes 
coordonnés qui ne sont pas nécessairement rectangulaires : soient 
r, ¥, 2 les coordonnées du point M; celles du point M’ seront, en 
employant les notations ordinaires, de la formo 


(1) wa-h, y+h, 2+ ph + qk + = (rh?+ ashk+ th) +... 


A et & étant des infiniment petits du premier ordre. Pour que la 
distance de ce point au plan tangent en M, défini par I'équation 
(2) Z—3--p(X—.x)—q(¥—y) =0, 


sol d’ordre supérieur au second, il faut que, en remplacant dans 
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I’6quation (2) X, Y, Z par les expressions (1), les termes du pre- 
mier et du second ordre disparaissent; les termes du premier 
ordre se détruisent, et l’on aura, pour Ja somme des termes du 
second ordre, 


(3) — (rit + ash + th?) =o. 


Considérons maintenant la ligne asymptotique qui est tangente 4 
MA : elle est aussi tangente a la section normale considérée, et, 
si l'on appelle dx, dy, dz les différentielles correspondant a un 


déplacement sur la ligne asymptotique, on aura — = —-; la 
relation (4) donnera donc 


(5) rdxct+asdzxdy +tdy%=o0. 


Les dérivées particlles r, s, ¢ peuvent étre regardées comme des 
fonctions connues de x et de y; I’équation (5), qui a lieu pour 
un point quelconque d’uno ligne asymptotique, constitue une 
équation différentiolle de la projection de cette ligne sur le plan 


des zy. Cette équation est du second degré par rapport 4 Ae 


donc, par chaque point du plan des zy, il passe deux lignes qui 
sont les projections de deux asymptotigues appartenant aux deux 
systémes que j'ai signalés. En général, les deux valeurs de or 
tirées de I’équation (5) contiennent un méme radical; i] en résulte 
que les projections des deux sysltémes d'asymplotiques forment 
deux branches d'une méme famille de courbes : il n’en est plus 
ainsi quand I’équation (5) donne pour a deux valeurs ration 


nelles par rapport az et ay. 


40)", Le plan tangent en M est osculateur @ chacune des asym- 
plotiques qui y passent, 


Pour le prouver, je prends pour axes des x et des y les tan- 
gentes a lindicatrico on M, pour axe des 2 la normale a S au 
meme point. L’ordonnée d’un point queleonque de la surface peut 
se développer suivant les puissances de z et y, en unt série ne 
contenant ni terme constant ni termes du premier degré, et de la 











) 
4| 
{ 
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forme 


| z= © (azt+ abaxy + cy?) 
(6) ° 


| + 5 (eat 3 fxty + 3gary2+ Ay*)+.... 


Quand z ou y s’annule, z ne doit contenir que des tormes du 
troisiéme ordre, au moins, par rapport a zx et y: il faut que a 
et ¢ soient nuls. L’équation qui détermine les projections des 
lignes asymptotiques de S peut s’écrire 


(ex + fy +...) dxt+ a(b+ fa+gy+...)dxdy 


5 bi 
( os) +(grthy+...)dy'=0. 


Considérons, d’autre part, l’'asymptotique tengente a MX : l'y 
d'un de ses points peut se développer suivant les puissances en- 
tiéres de l’abscisse x, soit 


(7) yoArt+pot+..., dob dy =(adx+3yz2+...)der, 


Si on remplace y et dy par ces valeurs dans |’équation (5 dis), 
on peut diviser tous les termes par z d.c?, et il reste 


e+4br4+ (5f4+6bp)x+...=0: 


les termes non écrils renferment au moins z?. L’équation préc¢_ 
dente doit étre satisfa.te quel que soit x, puisque, par hypothése, 
’équation (7) est une des équations de l’asymptotique : si l’on 
annule le terme indépendant de 2 et le terme en x, on trouve 


5ef 


e 
\=— 7p Be 94 OF? 


les équations de l’asymptotique sont donc, en néglizeant les termes 
en z+, 


é 5ef e 
y= — 757 + yp z= — Ge. 


On reconnait que le plan osculateur a l’origine est précisément le 
plan des zy; quant au rayon de courbure de l’asymptotique en 
2 
ce point, il est égal a Ja limite do y pour +=0, c’est-a-dire a 
2b, , , 
la valeur absolue de | qui est, en général, finie; le théoréme 
de Mcunier donnerail pour co rayon une expression de forme 


Stcaw. — An., I. 29 
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indéterminée, ce qui n’est pas en contradiction avec le résultat 
obtenu directement 


41*. Quand une droite est tout entiére sur une surface, elle 
constitue l'une des lignes asymptotiques qui doivent passer par 
chacun de ses points. S’il s’agit d’une surface développable, on a 
pour tous ses points s*— rt = o (687); il on résulte que I’équa- 


tion (5) (39* ) donne toujours pour a deux valeurs égales; donc, 


en chaque point d’une surface développable, les deux lignes asym- 
ptotiques se confondent; ces lignes forment un systéme unique, 
qui est celui des génératrices rectilignes de la surface. 

Il est encore facile de déterminer d'une maniére générale les 
asymptotiques d’un conoide. Si l’on prend pour axe des z la droite 
directrice du conoide et pour plan des xy le plan directeur, Il’équa- 
tion de la surface est de la forme 


L’équation différentielle des projections des asymptotiques devient 
(azy dx*—aztdzrdy)g’' (Z) 
+ (7? dx?— aay dx dy + x3 dy*) 9” (Z) = 0. 


Cette équation se dédouble, puisqu’on peut la mettre sous la 
forme 


[ydx ~— xdy] |aedee (2 ) yde ade (Z )] = 0. 


Si lon égale le premier facteur a zéro, on en tire y = Cx; cette 
équation représente une quelconque des génératrices rectilignes 








ad 
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du conoide, qui forment un premier systéme d'asymptotiques. 
Pour avoir le second systéme, j'égale le dernier facteur 4 zéro : 


en divisant par 2% © (2 ); on trouve 


xz? ‘\ xr 


xdy—yax |. (Z) 





On a en évidence des différentielles de logarithmes : intégrant et 
passant des logarithmes aux nombres, on trouve 


o' (Z) = Cxt, 
"Ax 


C étant une constante arbitraire; quand on la fait varier, l'équa- | 
tion représente les projections de toutes les asymptotiques du | 
second systéme. 


42*. Tl est souvent avantageux de déterminer les lignes asym- 
plotiques autrement que par leurs projections : sans parler des 
solutions géométriques que peut fournir la considération des 
rayons de courbure principaux, j’envisagerai le cas ob les coor- 
données z, y, 2 d'un point quelconque M de la surface S sont ex- 
primées en fonction de deux paramétres u et ». Les coordonnées 
d'un point de M’ voisin de M seront : 

dx 


az 
r+ amt ad 





ax dx i 
s( Gade a dude dudy + Ta Wt) +. 
et deux autres expressions analogues. L’équation du plan tangent 
en M est de la forme 


A(X —x)+ B(Y —y)+C(Z —2z)=0; 


quand du et dv sont infiniment petits, la distance d’un point te 
que M’ a ce plan doit étre du second ordre, quels que soient du 
cet dv; il faut que l’on ait 

dz Ba a 7, dz _ a dy dz 
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Si le point M’ est sur une asymptotique passant par le point M, 
" la distance doit devenir infiniment petite du troisiéme ordre, ce 
qui donne la condition 


‘ o . 2 
\ (4a +B Gn +0 Gia) ee 


(9) dui du* du’ 
9 
ar ar 
+2( Aga, +.:.)dudo+ (AGE +...) dot= 0. 


Les dérivées =, o, 32 °** peivent s exprimer en fonction de 


et de 9; il suffit d’éliminer A, B, C entre les équations (8) et (9) 
pour former une équation différentielle dont l'intégration Connera 
entre uw et ¢ une relation qui sera, sur Ja surface, l'équation des 
lignes asymptotiques. 


CONTACT DE DEUX SURFACES. 


43°. Soient M un point commun a deux surfaces U et V, et M 
un point situé sur U a une distance infiniment petite du premier 
ordre de M: si, par le point M’ nous menons diverses droites as- 
sujettics a la seule condition do ne pas faire de trés petits angles 
avec le plan qui touche V au point M, ces droites rencontreront 
re-pectivement la surface V en des points M”, M}, ... infiniment 
voisins de M’; je dis que les segments M’M”’, M'Mj}, ... sont du 
meme ordré de grandeur. Considérons le triangle M’N’M, par 
exemple : il donne 





MM" sin M’M" M" 


WM, sinM’M’M4’ 
le second rapport est fini parce que la droite M°M',, qui fait un 
tres petit angle avec lo plan tangent a V au point M, fait avec M" Mf’ 
et MM’ des angles dont le sinus n’est pas trés petit; M'M™ 
et M’M’, ont donc entre eux un rapport fini. 

Il y a plus: lordro de grandeur des segments M’M’ est, eve 
general, indépendant de l’orientation de l’arc MM’ sur U. Pour le 
démontrer, rapportons les surfaces 4 un systéme d’axes, tel que 
l'axe des z ne soit paralléle a aucun des plans qui touchent U ou V 
c:. M; nous avons, d’aprés ce quia été établi, le droit de prendre 
nos seyn ents M’M’ paralléles & l’axe des z. Soient 


z-2¢(X,¥),  2=$(X,Y) 
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les équations des deux surfaces; x, y, c+ A, y +k les coordon- 
nées des projections des points M, M’ sur le plan des 27; le seg- 
ment M’M” est égal a la différence des ordonnées correspon- 
dantes 


wut = 4 (5 _ x) 


(1) dz ax 
I 
dy dy t dy d%¥@ 
| + (GE — + ia wai ~ da) 


Quel que soit le rapport de & a A, pourvu que ces quantités 
soient infiniment petites du premier ordre, M’M” sera d'un ordre 
déterminé, n-+-1 par exemple, si toutes les dérivées partielles 
de 9 et de yy, jusqu’aé l’ordre 2 inclusivement, sont égales chacune 
a chacune, et nous savons que l’ordre de M’M’ sera toujours 2-+-1 
quand méme on changera la direction de ce segment. On dit alors 
que les surfaces U et V ont un contact de l’ordre n au point M. 

Nous devons remarquer que, dans le cas considéré, il y a 


n-t+-1 valeurs de k » et, par suite, +1 directions de MM’, pour 


h 
lesquelles M’M” devient de l’ordre n+ 2; cela résulte de ce que 
l'ensemble dos termes de degré n-+1 dans l'égalité (1) peul 
s'écrire 


Ant | ae d™+lo {nt+t (a T=) 


(n +1)! dcntt qdyntri "*** Anal dyn+t _ dyn+ 


et disparait pour” +1 valeurs de .. Ainsi supposons que la sur- 


face U soit le plan tangent a Vau point M: M’M’ est généralement 
du second ordre, mais i] devient du troisiéme ordre si M’ est sur 
une des asymptotes de l’indicatrice. 


44*. Une courbe quelconque tracée sur la surface U et passant 
par le point Maun contact de ]’ordre 7 avec Y; il en résulle, 19*, 
et l'on pourrait voir directement que les coordonnées d'un point 
tel que M’ substituées dans l’équation de V donneront & son pre- 
mier membre une valeur infiniment petite de ]’ordre 2 +1. On 
peut regarder les coordonnées d'un point quelconque de U comme 
des fonctions de deux paramétres indépendants « et 8; le résultat 
de leur substitution dans le premier membre de ]’équation de V 
lui fait prendre la forme F(a, 8). Soient a, Bo, % + Ax, By+ AB 





42 cfr tt TSBs 
. P s 
Si le point A “7 4ux points M et M’: 
la distance 


ee 
qui donne Oe 42, Bo+ AB) 


er 
at ‘ 
ed 


ae ,+i par rapport a Az et A3. Si l’on écrit 
, pendyorde@ inférieur disparaissent, le nombre des 
(9 aes sel considéré est 


A+r-i)(R2+2 
pated (nti EEUU) oy, 
/ 

_adrait pareil nombre de conditions en exprimant que 
ue Not (2 y) sont égales, ainsi que leurs dérivées des x pre- 
ras ord 3 pour les coordonnées du point M. 

mie 


yg’. Lorsque U appartient 4 une famille de surfaces dont l'équa- 
jon renferme N paramétres arbitraires, on peut disposer de ces 
parametres de maniére que U ait avec V un contact d’ordre # en 
un point donné; U est alors osculatrice a Y. Si le nombre des 
parametres n'est que N—1 ou N—2, on ne pourra obtenir un 
contact de ordre 2 qu’en certains points particuliers. Ainsi pre- 
nons pour U la sphére . 


(2) (#— a)jt+(y — 6)?+-(3 — c}f?— R?=0 


qui dépend de quatre parametres : elle peut avoir en certains 
points, avec une surface donnée Y, un contact du second ordre, 
pour lequel N= 6. Il suffit de différentier I’équation (2) pour 
avoir les dérivées de = au moyen d'un systéme d’équations faciles 
a résoudre; on-trouve 


r—a+p(s—e)=0, y—b+q(z—c)=0; 
| 1 + pt r(z—c)=0, 
(j) pq + s(z—c)=09, 
I+ g?+ i(z—c)=0, 


ces cing équations doivent étre satisfaites par les valeurs de p, q, 
rs, ¢ lirées de l’équation de VY; or les trois derniéres ne sont 
compatibles que si l’on a 


r § t 


— — 
—_ 


1+ p* pq I+ q?’ 


celte condition n’est satisfaite qu’aux ombilics de V; c’est.en ces 


eee: - 
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points seuls que la surface peut avoir un contact du second ordre 
avec une sphére. 

En général, le nombre de paramétres qui figurent dans I'équa- 
tion d'une famille de surfaces U n’est pas égal a un nombre tri- 
angulaire tel que N, ni méme 4 N —1 ou 4 N—2: quand ona 
disposé des paramétres de maniére a obtenir avec V un contact 
d’ordre aussi élevé que possible, il reste plusieurs paramétres 
indéterminés. Cette circonstance donne lieu a des questions inté- 
ressantes, mais dont l’examen ne saurait trouver place ici. 


— TM e+ ere 10 em ee ee me 


rr. 





aa 


—~-— Te ee re ee ee Ce 
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SERIES DE LAGRANGE ET DE FOURIER. 


Nombre de racines d’une équation comprises dans un contour donné, ~ 
Série de Lagrange. — Rrobléme de Kepler. — Série de Fourier 


NOMBRE DE RACINES D'UNE EQUATION COMPRISES 
DANS UN CONTOUR DONNE’ 


46*. Nous nous proposons d’établir d’une maniére générale une 
formule donaée par Lagrange pour développer en série les fonc- 
tions monodromes et continues d'une variable déterminée par une 
équation de forme remarquable; mais, pour cela, nous commen- 
cerons pa¢ établir un lemme important par lui-méme. 

Soit F(z) une fonction continue et monodrome, ainsi que sa 
dérivée, pour toutes les valeurs de la variable imaginaire 2 com- 
prises a l'intéricur d’un contour donné S: Je nombre p des 
racines de l'équation F(z) = 0, comprises dans le contour S, est 


1 F’(z) 
seVaid Fa) 








Yintégrale étant prise tout le long de S et, d’autre part, chaque 
racine étant comptée autant de fois qu'il ya d'unités dans son de- 
gré de multiplicité. 


On sait, en effet, que l'intégrale est égale au produit de ax Y—1 


par la sommo des résidus de la fonction F 3 pour les poles com- 





F(z 
pris 4 Y'intérieur de S; or, ces pdles sont les affixes des racines 
de F(z) =o. Soit al’une de ces racines: on sail que son degré 2 


— LS oh MER es SES 


(') Cette Legon pourrait faire suite aux Chapitres consacrés au théo- 
réme de Cauchy, aux séries de Maclaurin et de Laurent dans |’Appendice 
sur la Théorie des fonctions elliptiques. 
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a | 


de multiplicité est entier et qu'on peut écrire 


F(2)=(2—a)*9(z) 

F’(z)=(3 — a)! [an 9(z)+(2—a@) 9'(2)], 
~(a) étant différent de zéro ot 9'(a) fini. Le résidu relatif & a, 

oy . (z—a) F(z) 

qui n’est autre que la limite de —Fizy 
que a est un infini simple de Ho » sera égal 4 2; on aura des 
résultats analogues pour les autres points racines compris a I'in- 
térieur do S, et l'intégrale considérée sera égale a 


pour z= a, parce 


anY—i(ntan'+n'+...)=anp /—1, 


ce qui démontre notre proposition. Comme, d’autre part, l’inté- 
grale indéfinie est LF(z), on voit que ce logarithme augmente 
de 242% Y—1 quand on fait parcourir au point 2 le contour entier 
dans le sens direct; réciproquement, il suffirait de connaitre cet 
accroissement de L F(z) pour en déduire le nombre des racines 
comprises dans le contour. 

Prenons pour F(z) un polynéme de degré m, pour S une cir- 
conférence de trés grand rayon R ayant son centre al’origine; on 
posera 

z = Re®V-1 = Refi, 
et, quand z parcourra la circonférence, 9 variera de o a az; 
F’(z) 
F(z) 
long de la circonférence 4 amx y/—s : on en conclut qu’une équa- 
tion de degré m a m racines. 





dz se réduira sonsiblement 4 2md0 /—1, et l’intégrale le 


47*. Pour arriver a la formule de Lagrange, considérons |'équa- 
lion 


(1) z—C—af(z)=0, 


dans laquelle « et € sont donnés : tracons autour du point { un 
contour S a l’intérieur duquel f(z) et f(z) soiont continues et 
monodromes, et supposons le module de « assez petit pour qu’en 


tous les points de S le module de af(2) soit <1. Je dis que le 


nombre des racines de l'équatinn (1) comprises a l’intérieur de S 





(4) 


498 COURS D’ ANALYSE. 


se réduit 4 J’unité : en effet, ce nombre est égal au quotient par 
ax /—1 de l’accroissement que subit 


(2) Leta f=L[e—g)+4[1+ 22] 


quand !’affixe de z parcourt une fois S dans le sens direct. Or, 
dans ce déplacement de z, l’argument de z — ¢ augmente de az, 


L(z—) croit de ax /—1 ; quant au dernier logarithme, il est 
de la forme L(1-+- 2), le module de uw restant <1; c'est une fonc- 
tion monodrome qui reprend sa valeur quand 2 revient 4 son 
point de départ. En définitive, le logarithme (2) croft de 2x f—1, 
et l'équation (1) n'a qu'une racine a l'intérieur de S; cette racine, 
que je désigne par 7%,, est une fonction bien déterminée de § et 
de a; c'est celle qui se réduirait a & si l’on suppposait « = o. 


SERIE DE LAGRANGE. 





48". Soit, en conservant les notations du n®* 47", o(z) une 
fonction continue et monodrome pour toules les valeurs de z 
comprises dans le contour S : la formule de Lagrange a pour ob- 
jet de développer 9(z,) en série ordonnée suivant les puissances 
entiéres et positives de a. Posons, pour abréger, 


[1—af'(z)] o(z) = $(2). 


Nous avons l’identité 


(z) _ H(z) , af(z)p(z) 
\ stay set Ge + 
4 fee) wtf H(z) 
(z—C)jett (2 — f)e+t[z —C —2f(2)] 


Le premier membre n’a, dans lintérieur de S, qu’un seul pdle, 
2 = 24; comme c’est un infini simple, le résidu correspondant est 


* 


yf e—ave)] ean 
A= jim | | 1— a f'(21) 





Cela posé, multiplions tous les termes de l’identité (4) par ds, 
et intégrons chacun des produits tout le long de la ligne S: d’aprés 
le théoréme de Cauchy, lintégrale du premier membre est égale 
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aanAi; de plus ona 


. az . . 
{ sees = ne Sal (Ve) 


On a donc, en divisant par 272, 


: _ vl) d 
= (0) +a [f(6) ¥(8)] +... 
(3) \ 1—a f'(2) at 


| + 2 Fe (fO" HEN) + Be 


R= = fie) (2) de 

=a z—F z—C—af(z) 
Je dis que R, est nul pour ~ infini : en effet, soient Z la lon- 

gueur de la ligne S, M et M’ les plus grandes valeurs que prennent 


a f(z) — 5 
sur cette ligne les modules de -— + zt et de —_ —aflz)’ 


modR =< /M'M7+1: 











, on aura 


or le dernier terme est nul pour v infini, puisque, par hypothése 
M <1; modR, et R, ont done, @ fortior:, zéro pour limite. 
Maintenant, dans I’égalité (5) remplacons les fonctions par 
leurs valeurs (3) : le premier membre devient 9(z,); dans le 
second, nous grouperons les deux termes qui renferment 2 @ une 
méme puissance et, pour éviter toute difficulté, nous ajouterons 


cea Jean [f(6)*+! 9(C)]; il viendra 


et nous retrancherons 


reper sLaforo- £048) 


p=—rz+! 
+ Da a | ee fH OO) — oe — Feet Foe) 28) 
° B=32 
n-+t qi+i 
+ Ra— aint yt agent SCS)” +1 @(G). 


Le terme entre crochets dans le = est égal 4 la dérivée (2 — 1)*™* 
de f(€)#o'(C); quant au dernier termo, il tend vers zéro pour 
n infini; en effet, c’est le terme général du second membre de 
l’équation (5) dans laquelle on aurait changé } en 9, et ce second 
membre, prolongé indéfiniment, doit former une série conver- 
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gente. Le second membre de |’équation (6) peut donc aussi étre 
prolongé indéfiniment et donne une série convergente; on a 


na qa- 
9021) = GCE) AL) GUE) Het SF SG GE) Hae 


Telle est la série de Lagrange; elle reste convergente tant que 
@ gatisfait & la condition posée des l'abord, et a pour somme une 
fonction parfaitement déterminée. 


PROBLEME DE KEPLER. 


49*. Pour nous rendre compte des conditions de convergence 
de la série de Lagrange, considérons I’équation de Kepler 


(1) 2=0+asinz; 


pronons pour Je contour d'intégration S dont nous nous sommes 
servis une circonférence décrite du point f comme centre avec r 
pour rayon; un point de ce contour a une alfixe de la forme 


z= C+ rebé, 
Nous devons avoir, pour toutes les valeurs de 4, 


asin({ + red?) 


hi ZA, moda <r: mod sin((-+ re%). 


mod 


I] suffit que cette inégalité ait lieu pour la valeur de @ qui rend le 
module du sinus maximum. Supposons, comme c’est le cas en 
Astronomie, que % soit réel; on a 


sin({ + re®’) = sin({ + rcos®) cos(ré sin®) 
+ cos({ + rcos§) sin(rz sin8) 


= ~sin(f +P cos 6 ) (ersind + e—rsind) 
+ - cos(% + 7rcos@)(ersind — e—rsind). 
I.e carré du module de sin({ + re) est donc 


i 
7 [ezrsind e—2rsing. cos2(% + rcos§)}. 


Cetlo expression atteint son maximum absolu m? pour 0 = 


wis 
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et C= a valeur qu'il est bon de cons‘dérer si l'on veut étre cer- 


tain de pouvoir développer en série, quel que soit %, les fonctions 
de la racine z, qui se réduit 4 § pour x = o. Quoi qu'il en soit, le 


a i] e s 
maximum m est égal a a6 + e-"), et nous devons choisir ¢ de 


elle sorte qu'on ait 
ar 
er+-e—-r 


modz < 


Maintenant nous avons le droit de prendre le rayon 7 de la cir- 


‘conférence auxiliaire de maniére que Je second membro soit aussi 


grand que possible : ce sera un maximum parmi les minimums 
relatifs 4 9. La valeur de r qui donne ce maximum est déterminée 
par I’équation 


er -+-er— r(e’—e-") = 0; 


elle est égale 4 1,19968... et donne 0,66274... pour la limite 
que peut atteindre mod sans que la série de Lagrange cessa 
d:étre applicable aux fonctions continues et uniformes de 2;. 


SERIE DE FOURIER. 


3)*. Soit w une quantité de la forme pe; elle peut étre repré- 


‘sentée par un segment rectiligne P, de longueur p, ayant pour 


origine un point quelconque et faisant l’angle 6 avec l’axe des x. 
Je dis que loute fonction wu = f(z) qui admet pour période w, qui 
est continue et monodrome pour les valeurs de 2 comprises entre 
deux droites indéfinies L, L’ paralléles 4 P, est développable en une 
série trigonométrique dont les divers termes ont pour coefficients 
des intégrales définies. 
25s 

Posons » =e ® : aux divers points d'une paralléle a P, les 
valeurs de z sont de la forme 29+ ¢w, Zp étant l’une d’entre elles 
et ¢ un coefficient réel quelconque; lcs valeurs correspondantes 
de v ont des modules égaux, mais leurs arguments contiennent la 
quantité variable ax¢; c’est dire que les affixes de » ont pour lieu 
une circonférence ayant son centre a l'origine; si le point 2 décril 
un segment égal a w, ¢ variant de o a1, le point» décrira précisé- 
ment une circonférence. Aux dro:tes L, L’ correspondent deux cir- 
conférences C, C’, concentriques a l’origine; & chaque valeur de z 
prise dans la bande LL’ répond-une valeur de ¢ dont l’affixe est 
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dans la couronne limitée par les circonférences C et C’; si z est 
en dehors de LL’, » sera en dehors de la couronne CC’. 

La fonction u, qui dépend de 2, peut étre regardée comme une 
fonction 9(¥); je dis que cette fonction est monodrome pour les 
valeurs de » comprises dans la couronne CC’. On voit, en effet. 
qu’a une valeur donnée de » correspondent une infinité de valeurs 
de z, mais que ces valeurs différent les unes des autres de mul- 
tiples de w; or, par hypothése, f(z -+ mw) n’a qu'une valeur, 
quel que soit l’entier m, tant que z est compris dans la bande LL’: 
donc, 4 la valeur donnée de » dans la couronne CC’, correspond 
une seule valeur de u; 9(v) est donc monodrome dans la méme 
région; elle y est aussi continue au méme titre que f(z) lest 
entre les droites L et L'; donc 9(v) peut se développer par Ia 
formule de Laurent en une série de la forme 


9(¥) = » Amo”, Am = aa 1 ) 


l’intégrale étant prise le long d'une circonférence concentrique aux 
circonférences C et C’ et comprise entre elles. 

Mais aux points de cette circonférence on peut faire corres- 
pondre des valeurs de z dont les affixes décriront une droite w 
située entre L et L’; on a 


il on résulte 


wei ks 2miXts 


fiz)=2 Ly ate ° © roe dz, 


Pour éviter les confusions, il est convenable de remplacer, dans 
Vintégrale définie, z par une autre variable, x par exemple; il 





sera alors permis de faire entrer sous le signe | |l’exponentielle 


qui multiplie Vintégrale et qui est une constante relativement 4 a : 


il viendra 
(s—aQ) 


fiz) = LS [free ae 


Si l'on réunit deux 4 deux les termes dans lesquels m a des 
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valeurs égales et de signes contraires, et si l’on met a part le 
terme correspondant @ m = 0, on aura 


772 = 00 


Q) f@2)== [fayaa+ 2 > Lf fa)c0s 2772") aa, 


Telle est la formule de Fourier, qu’on peut mettre sous une 
forme un peu différente en développant le cosinus de la différence 
des deux arcs qui figurent dans chacune des intégrales. 


44°. Supposons que w soit réel et qu’on ne donne a z que des 
valeurs réelles x; les intégrales qui-figurent dans I’équation (1) 
seront prises en faisant varier « depuis une valeur e quelconque 
jusqu’a a>+-w; si, de plus, on dédouble les cosinus comme il 
vient d’étre dit, on pourra écrire 


fle)= 2 f° flads 
Xe 


Ole + Ww 
a 2ZMTTELX 2ZMRL 
(2) / +— > cos f(~) cos dx 
° Oe 


Ww @ 


Ae + w 
2 ._ 2MNTE _ 2MT% 
+— S sin f(a) sin ——— dz. 
w Oe ) 


Ww 











Fourier a voulu appliquer cette formule 4 une fonction quel- 
conque de zx, pourvu qu'elle fat finie et bien déterminée, mais 
sans l’astreindre a étre continue et périodique : l’analyse précé- 
dente n’est plus applicable, et il est clair, d’aillours, que le second 
membre de |’équation (2) ne peut représenter qu'une fonct'on 
périodique de z; il est nécessaire de chercher ce qu'il représente 
effectivement : Dirichlet a montré que c’est une fonction qui coin- 
cide avec f(x) pour les valeurs de x comprises entre a» et a -+ w, 
mais qui, en dehors de cet intervalle, se reproduit périod‘que- 
ment. Je ne crois pas devo'r traiter ici cette question, et je me 
bornerai 4 citer un exemple, pour fixer les idées : soient f(x) = 2, 


® = 2%, & —=— x. Les intégrales qui entrent dans l'équation (2) 
sont . 
v9 9 27 
f xzdzx =o, f zsinmaz dx = (—1)"+1—, 
—t —T m 


™ 
f xcosm.rdrc= 0; 


v4 
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le second membre de ]'équation devicnt 


I 


(3) F(z) = a sine — ~sin2z + 3 


s | e 
sin3.c— >-sin4fr-+.. | 
4 


La ligne définie par ’équation y = F(z) coincide avec la por- 
tion M’M de la bissectrice de l’'angle YOX qui est comprise entre 





les droites x =— r el x= 7; pour x = (am +1), la ligne est 
discontinue et, en définitive, elle est formée d’une infinité de seg- 
ments rectilignes égaux et paralléles 4 M’M, comme I’indique la 
figure. 


v19 ’ . ° ° 
Pour z« = a? l’équation (3) donne une identité connue 


moti 

§ 3°5 9 
En faisant 2 = —» on aurait l’égalité assez remarquable 
: I I I I I )2 4 
~=('+t+p—s—-sot- te —-— =» 
8 \ 5 7° @Q It 2 8 
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THEORIE ELEMENTAIRE 


FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


———~ 060 


Les personnes qui veulent étudier la théorie des fonc- 
tions elliptiques ont certainement d’excellents ouvrages 
@ leur disposition : les Fundamenta nova de Jacobi, les 
OE uvres d’ Abel, l’ouvrage plus ancien de Legendre, sont 
des chefs-d’ceuvre qu’il est bon d’avoir lus quand on veut 
approfondir la théorie des fonctions elliptiques. Le Zraité 
des fonctions doublement périodiques, de MM. Briot et 
Bouquet, résume aujourd’hui presque tous les faits acquis 
a la Science sur cette branche intéressante de |’ Analyse; 
mais il n’existe pas de Traité, pour ainsi dire élémentaire, 
dans lequel on puisse prendre unc idée suflisamment 
exacte de Ja théorie des fonctions elliptiques, sans cepen- 
dant Papprofondir dans tous ses détails. 

Nous croyons donc faire une chose utile en offrant 
aux lecteurs des Nouvelles Annales une théorie des 
fonctions elliptiques résumant leurs propriétés les plus 
importantes, et leurs principales applications a la Géo- 
méirie et a la Mécanique. 

Nous n’avons pas !’intention, disons-le immédiate- 
ment, de suppléer a la lecture des grands maitres; nos 
articles devront surtout avoir pour but de faciliter cette 
lecture et d’en inspirer le goat. 
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NOTIONS PRELIMINAIRES. 


Avant d'aborder la question des fonctions elliptiques, 
nous ferons connaitre quelques principes relatifs & la 
theorie générale des fonctions. 

Nous représenterons une imaginaire z+ 7 v—1 par 


un point dont les coordonnées seront x et y, ou par une 
droite dont la longueur sera le module r= V/x"+ 7*, 


faisant avec axe des x un angle @ égal a l'argument de 


x+y V¥—1. Cet argument sera d’ailleurs pour nous 


9 . AF 
Pun quelconque des angles ayant pour cosinus =~ et pour 
sinus J. 
‘al 


Quand nous dirons que Je point x+y /—1 décrit 
une courbe, il faudra entendre par la que le point dont 
les coordonnées sont x, y décrit cette courbe. On peut 


considérer l’expression X +- Y f/—1, ot X et Y sont des 


fonctions de x ct y, comme une fonction de x +- ¥ J—i. 
Cauchy se placait a4 ce point de vue, mais nous ne con- 


sidérerons que les fonctions de x + y ~—1t ayant une 
dérivée uniqueet bien déterminée. Cettecondiuion d avoir 
une dérivée unique impose aX et Y certaines propriétés 


que nous allons faire connaitre. La dérivée de X + Y V/— ra 


est 

dX dX — /{dY dy 
—_-—sdW —-dirv+-~—d —if{ —— ——dy 
dX+d¥J—1 de “dr yy i (Side ar) 


dz +dy¥—1 dz +dyY—1 


. dy 
et, pour qu'elle soit indépendante a rt —» c est-a- 
t, pour gq oit pendante du rappo t——» Cest-a 


dire de la maniére dont dx + dy ~—1 tend vers zéro, 
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il faut que 


dz dc dy dy. 
nr nn = i 
dou l’on conclut, en égalant les parties réelles ct les cocf- 


ficients de ~—1, 


dX .d¥Y AY dX, 
cop Eo 7p 
Nous supposerons ces relations toujours satisfaites; d’ail- 
leurs, la maniére dont on prend les dcrivées des fonctions 
que l’on rencontre en analyse prouve que ces fonctions 
n’ont qu'une seule dérivée. 

Une fonction qui n a qu'une dérivée en chaque point, 
c’est-a-dire pour chaque valeur de la variable, a quelque- 
fois été appelée monogene. 

Une fonction est dite monodrome dans une portion C 
du plan, quand, le point qui représente sa variable (ou, 
pour abréger, quand sa variable) se mouvant dans cette 
portion C du plan, la fonction reprend toujours la méme 
valeur quand sa variable repasse par le méme point. 

Les fonctions bien définies, telles que les fonctions ra- 
tionnelles, le sinus, le cosinus, l’exponentielle, etc., sont 
monodromes dans toute I’étendue du plan; car, leur va- 
riable étant donnée, elles sont entieremeut définies. I] n’en 
est pas de méme des fonctions irrationnelles; ainsi, pour ne 


prendre qu’un seul exemple, ¥z — a ou Vx +yY—i—a 
n’est pas monodrome a l’intérieur d’un contour conte- 
nant le point a. 


Imaginons, en effet, que le point Z, ouzr+y J- i, 


— —<———— — 


(*) Pour Vinterprétation de ces formules, voir le Traité des fonctions 
doublement périodiqgues, de MM. Briot et Bouquet. 
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décrive un cercle de rayon r ayant pour centre le point a, 
on sait que la droile qui représente la somme de deux 
imaginaires est la résultante des droites représentant 
chaque partie de la somme (*); la droite re'¥-', qui re- 
présentera la somme z — a, sera donc la résultante des 
droites qui représentent z et — a. Cette droite est celle 
qui va du point + a@ au point zg. Supposer que le 
point z décrit un cercle de rayon r autour du point a, c'est 
donc supposer que le module r de z — a = re'V~' reste 


constant. Cela posé, on a 
18 


¥z—a=r'e? 





Mue le point z se meuve sur le cercle en tournant dans 
le sens positif (celui dans lequel Jes angles croissent en 


e 7 s e e 6 ° 
Trigonométrie), @ va croitre ainsi que > Mais, quand 


9 aura varié de az, le point z sera revenu 4 son point 
de départ, et g aura repris sa valeur initiale; il n’en 


sera pas de méme de /z — a, qui sera devenu 


ot O+2 1 6 
+, 3 YO! 3,1"! 
r e —_—=—r e > 


et qui aura changé de signe. 


DES INTEGRALES PRISES ENTRE DES LIMITES IMAGINAIRES. 


La fonction f(z) de la variable imaginaire 


sar+yV/—t 





(*) Fotr VOuvrage de Mourey sur La vraie théorie des quantitées pré~ 
tendues imaginaires ; sur le Calcul des équipollences (Nouvelles Anaales, 
2° série, t. VIII, 1869); mon Traité d’ Algébre; ’'Ouvrage de MM. Briot 
et Bouquet deja cite, ete. 
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est en réalité une fonction de deux variables, et si, entre 
xety, on établit une relation, telle que 


z=9@(t), r=¥(¢), 
f(z) devient alors fonction de la seule variable ¢, Si l’on 
pose alors 


n=elh) N=HWh X=e(T) Y=H(T) 
et 
wamtyVot ZaX+¥y—1, 


lintégrale 
d. d . 
[mG ya 


aura une valeur bien déterminée. On représente souvent 
cette intégrale par le symbole 


fo sevas 


qui, comme I’on voit, est indéterminé si l’on ne dit pas 
de quelle facon x et y sont liés entre eux ou a ¢. Cette 
expression est ce que l’on appelle une intégrale prise 
entre des limites imaginaires ; pour en préciser le sens, 
on ajoute la relation qui lie x a y, soit directement, soit 
par l’intermédiaire de la variable auxiliaire ¢. 

Le plus souvent on emploie, pour fixer le sens de la 


Z 
notation f f(z) dz, un langage géométrique, et, au licu 
3 . 


de se donner les relations x =@(t), y=((¢), on in- 
dique la nature de la courbe représentée par ces équa-. 
tions. Si, par exemple, on posait 


gm cost, y—sint, 


on aurait x?+- y*?=1, et si l'on intégrait par rapport a ¢ 
de zéro 4 7m, on dirait que l'on prend l’intégrale le lon 
’ q P 8 § 
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d’un demi-cercle de rayon un, décrit de l’origine comme 
centre et limité a l'axe des x. 

Réciproquement, quand on se donne Je contour d’in- 
tégration, on raméne facilement lintégrale a une ou 
plusieurs autres prises entre des limites rcelles. Suppo- 
sons, par exemple, que l'on demande d’intcgrer f (z)dz 
le long d’une droite inclinée 4 45 degrés sur l’axe des x, 
issue de l’origine et aboutissant a un point situé a la dis- 
tance / de lorigine. 

Les éouaticns de cette ligne seront 


on aura 
dz = it N?, dy = di \*, 
2 2 
et, par suite, 
‘Tl v2 — lo 
z= _— — /— \v2 . 
Jf \2)d f se > (+7 D+ 1 | 5 dt 
Je prends pour limites o et /, parce que t représente la 
distance du point (x, 7) 4Torigine; cette distance est o 
ou /, selon que Je point (x, y) est a l’origine ou a I’ex- 
trémilé de la droite. 


Tutonéme pe Caucny. — Le point z variant aTinté- 
rieur d’un contour donne, si, a Uintérieur de ce contour, 
la fonction f(z) reste monodrome, monogeéne et finie, 


Z 
l ‘intégrale fl f (z) dz conservera toujours la méme va- 


. Ze 

‘deur, pourvu que le chemin qui méne de z, 4 Z ne sorte 
pas du contour donne, quel que soit d'ailleurs ce che- 
min. 


Pour démontrer ce théoréme, un des plus féconds de 
toute l’Analyse, nous intégrerons la fonction f(z) le long 
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de deux contours AMB, ANB. Soient s larc du premier 
contour compté a partir du point A, et xs l’are du second 
compté toujours a partir du méme point A; soient 


x=9l(s), r= (5) 
les équations du premier contour, et . 
x, g2(As), Jr=4,(ks) 


celles du second; et, en désignant par S l’arc AMB, 


Fig. 4. 
B 
N 
M 
A 


supposons que KS soit J'are ANB. Joignons maintenant 
les points correspondants des deux contours; soient M 
et N deux points correspondants, c’est-a-dire tels que 
AN =kKAM. Nous supposerons que la droite MN soit 
tout entiére dans l’intervalle compris entre les deux con- 
tours; considérons tmainienant le coutour ayant pour 
¢€quations | 











= 9, (s) 2 4 a (hs) 
== 9i(s) TF + (hs) Ts 
__ , Fa Os ' k ae. 
y= (5) —— + tl ‘)\ =. 


1. 


Pour «= 4, il se réduira au premier contour AMB, 
el, pour « = a, il se réduira an second ANB; et, de 
plus, tous ses points seront compris a Vintérieur de 
l'aire AMBNA, quand on supposera « compris entre a, 
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et a,. Intégrons la fonction f(z) le long de ce contour, 
nous aurons 


ffeyiem f° eryv=D (H+ y=) 


*S od 
=| f (8) Sas 


, o restent d’ailleurs finis, ainsi que leurs dérivées 


prises par rapport a a. Appelons u cette intégrale, nous 


aurons 
an ‘=f ia [la | 
taf [rere ee |e. 


ou, en intégrant le second terme par partics, 


a= Loal+{ Yosi-roiel-. 


ou 


ou 


dz 

Or — est nul pour s =o et s=S, le contour passant 
da ? 

eu A et B pour s =0 et s=S quel que soit a, c’est-a-dirc 


ne dépendant pas alors de a, donc “ = 0, et, par suite, 
u ue dépend pas de a; il a done la méme valeur pour 
a = %, el pour & = a&q, c’est-a-dire que l’intégrale prise 
le long de AMB ou de ANB conserve la méme valeur. 
Cela suppose toutefois que f(z) conserve la méme valeur, 
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quel que soit le contour par lequel le point s se rend 
de A en B; f(z) doit done étre monodrome; elle doit 
aussi étre monogéne, car nous avons supposé 


4 d 4 s 
Fapiyt a Paras, 





c’est-a-dire que nous avons admis que f"(z) restait indé- 
pendant de la direction de l’accroissement donné a z, 
pour en faire le calcul; enfin nos raisonnements sup- 


posent f(z) et f(z) finis. 


Considérons maintenant deux contours quelconques 


Fig. 2. 


aboutissant en A et B, et désignons, pour abréger, par 
(PRQ ...) l'intégrale de f(z) prise le long d'un contour 
désigné par PRQ .... Le théoréme est démontré pour 
deux contours formant 4 eux deux un contour fermé 
convexe, car une sécante joignant deux points corres- 
pondants ne rencontre le contour fermé qu’en deux points: 
tt reste intérieure 4 ce contour: il en résulte que l’in- 
tégrale prise le long d’un contour fermé convexe quel- 
conque est nulle, car l’intégrale en question est égale a 
Vintégrale prise le long d’un contour infiniment petit. 
Crest cette proposition que nous allons d’abord généra- 
liser : considérons le contour AMBN, décomposons-le en 
une infinité d'autres par des paralléles 4 une direction 
donnée, on obtiendra ainsi une série de contours con- 
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vexes. En vertu de la notation adoptée, on aura alors 


(a6) + (bb') + (6’a’) + (a'a) =0, 
(a’b') + (b'b") + (b%a") + (a%a') =0, 


e@esreerfte2e@enreenpet#ee e@ee@eeese pe eteee oe y 


sil’on ajoute toutes ces formules, les termes tels que (a’ 5’) 
et (b’a’) se détruisent, et i] reste 2(a'a) +- 2(5b’) = 0, 
c’est-a-dire que Vintégrale prise le long du contour 
fermé total est nulle. On a donc 


(AMB) + (BNA) =o, 
ou 
(AMB) — (ANB)=o0, 
c'vst-a-dire 
(AMB) = (ANB). 
. Cc. Q. F. De 


CAS OU LE THEOREME DE CAUCHY TOMBE EN DEFAUT. 


Cauchy a remarqué que son théoréme tombail en 
défaut dés que la fonction f(z) cessait d'étre finie, con- 
tinue, monodrome ou monogéene, et il a tiré parti de ces 
cas pour enrichir la Scieuce d'une de ses plus belles 
découvertes. 


Tutonkme I. — L’intégrale d’une fonction mono- 
drome, monogéne, finie et continue (ou synectique, 
comine l’appelle Cauchy) a Vinterieur d'un contour 
fermé, est nulle quand on la prend le long de ce 
contour. 


En effet, elle est égale, comme nous Tavons déja ob- 
servé, a l’intégrale prise le long d’un contour quel- 
conque, ayant la méme origine et la méme extrémité, in- 
téricur a ce coutour; le deuxiéme contour ponvant étre 
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pris aussi- petit que l’on veut, puisque l’origine et l’ex- 
trémité se touchent, lintégrale est nulle. 

Cauchy appelle résidu de la fonction monodrome, 
monogéne ct continue f(z), pour la valeur ¢ qui rend 
f(z) infinie, Pintégrale 


I 
—_—— Jf \(s)dz, 
ony —1 
prise le Jong d’un contour circulaire de rayon infini- 
ment petit, décrit du point c comme centre. 


Tntorime II. — Soient R,. R,, ..., R, les résidus 
de la fonction f(z) relatifs aux infinis cy, Coy voy Cn 
de cette fonction, contenus a UVinterieur d’un contour 
fermé ott elle reste monodrome et monogéne, Uinté- 
grale f f(z) dz prise le long de ce contour sera égale a 


(R, +2, 4-...+R,) anV—t. 


4 


Supposons qn’il n’y ait que deux infinis dans le con- 
tour, et quils soient les centres des cercles bed, ghi; 
appelons en général (M) Vintégrale de f(z) le long du 
contour désigné par M. 

Le contour abcdaefyhifjka constitye un contour fermé 
ne contenant pas les infinisde f(z), donc (abcedacfghifjka) 
est nul. Or ° 


(abedacfyhifjka) = (ab) + (bed) +- (da) +- (aef) + (fg) 
+ (ghi)+ (if) + (Aa); 
le premier membre est nul; (ab) =— (da), car ce sont 
les memes intégrales dont les limites sout inversées; de 


méme (fe) =— (if) et (fjka) + (aef) est lVintégrale 


proposée; on a donc 


o = (bed) + (ghi) + ff (z\dz. 
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Or (bcd) est l'intégrale prise le long d’un contour cir- 
culaire trés-petit décrit autour d'un infini, 2 marchant 


Fig. 3. 





dans le.sens rétrograde; cette intégrale est, au facteur 
1 re 
prés — ———-; le résidu de f(z); done 
ary —! 


o= — any —1R, — an f—1R, + ff (z)ds, 
ou 


Sf (2\dz2 = any —1(R, + R,). 
Cc. Q. F. De 


CALCUL DES RESIDUS. 


Avant de montrer comment on calcule le résidu 
d'une fonction, nous allons revenir un instant sur la 
régle de la différentiation sous le sign: f. Cette régle 
est encore applicable quand on s’adresse a une intégrale 
prise entre des limites imaginaires, puigqu une telle in- 
tégrale revienta une autre prise entre des limites réeclles. 
Enfin cette régle est encore applicable quand Ja variable 
par rapport a laquelle on différentie est imaginaire. 
En effet, diflérentier une quantité « par rapport a 


x+y ¥—1, c'est calculer le rapport 
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\ 
Ce rapport est indéterminé (excepté si u est une fonc- 
tion monogéne), et, pour en préciser le sens, on doit 


dy . . 
donner le rapport —, ou, si lon veut, on doit supposer 
x et y fonctions données 9(t), }(t) d'une méme va- 


f. ad om, . 
et On différentie alors le 
dt at 


long de l’élément (dx, dy) appartenant a une courbe 
dont les éguations sont x = 9(¢t), y = }(t); on a alors 
Pexpression suivante de la dérivée de u 


riable t, et se donner 


du , du, 
aa? (+ a ¥ (4) 
ytyy—1 
Si Pon veut alors différentier lintégrale 


V=ff(p,2t+y¥—1)dp 


— dui du 
par rapport a r+y y—1, on formera re ay Par la 


régle ordinaire, et l’on aura 


rd d 
av [frat 
d(z+y¥--1) gt yt 


dv df 

-_—_-—_S_T «S _—_— OO = du, 

d(zt+yy—1) J d(w+yV¥—1) 
et l'on voit que l’on différentie par rapport 4 un para- 
métre imaginaire comme par rapport 4 un paramétre 
réel, | 

Lorsque la quantité qui se trouve placée sous le signe f 

est monogéne par rapport au paramétre, on peut rai- 


sonner encore plus simplement en faisant observer que 
du 


d(x+y7y¥—1) 


ou 


du 


est égal a is 


» et que diflérentier par rap- 


al 
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port Ax + y /—1, cest en définitive différentier par 
rapport a la variable réelle x. 
Cela posé, calculons d’abord le résidu de la fonction 


9 (2) ( 





» ® 
z—c ° 


pour z = c; ce résidu est 


_ r dz .¢ (8) 
() a= [Gtt 


et l’intégrale est prise Je long d'un contour circulaire 
infinimegt petit décrit autour du point c comme centre. 


z) élant supposée finie et différente de zéro 





Soit ¢ le rayon de ce contour, on pourra poser 
(2) z—=e+ectv—', 


et faire varier 9 de o 4 az. En effet, Ja longueur de cz 





étant désignée par ¢, et ¢ restant constant, le point g 
décrit le cercle de rayon ¢ et de centre c. L’angle @ est 
langle X cz que ze fait avec l'axe Oy, et, quand le point 
décrit le cercle, 6 varie évidetument de o a am. De (2), 


on tire 
dz = ee'V-" ad0.V¥ —1; ; 
(1) devient alors 


2 
I 

R= — 
20 Py 


- (se’V—! + ¢) dO. 


Or R est indépendant de la longueur du rayon e, qu'il 
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faut du reste supposer infiniment petit; donc, en faisant 
€==0,0n a 


R= Zola [d= 9(0). 


On voit donc que, si f(z) est une fonction telle que 
(s—e) f(z), 
pour z=, soit une quantité finie différente de zéro, 
cette quantité sera précisément le résidu de f(z) relatif 


a son infini ec. 
Reprenons la formule (1), et remplacgons R par ¢ (c), 


nous aurons . 
I 2) ds 
e(j=—— (2le, 
anrV—l z—e 
et, en différentiant m — 1 fois par rapport a e, 


g(a i= pa Seec(m— 4)5 
on a donc 


3 feeds ete) 
as [tise 1.2.3...(m—1)’ 


et l’on a ainsi le résidu d’une fonction de la forme 





ft ou 9(z) est finie et différente de zéro pour 


Z = Cc, et mentier et positif. Dans la suite, nous ne ren- 
contrerons que des résidus de fonctions de cette forme. 





APPLICATION DES PRINCIPES PRECEDENTS A LA RECHERCHE 
DES INTEGRALES DEFINIES. 


Proposons-nous d'abord de trouver la valeur de |’in- 
tégrale définie suivante, dans laquelle a est un nombre 


positif, 
© sinaz 
f de. 
° & 


Storm. — An., Il. 31 
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A cet effet, nous prendrons |’intégrale 


\/—J 
i dz 
3 


le long du contour suivant formé : 1° d'une droite ga - 
allant de — oo au point a voisin de zéro; 2° d’un demi- 
cercle (rés-petit abc, décrit autour de l’origine avec le 





Fig. 5. 






een eee 


oe 
a 


sc 


— eee comme ee cme eae es? Lan oe eet a SE Ae A ete nme aL ee Oe 


4 





rayon 7; 3° d’une droite allantde ¢ vers +o 3; 4°d’une 
perpendiculaire de a l’axe des y, située 4 linfini; 
5° d’une paralléle ef a V'axe des x, située a l’infini; 
6° d’une perpendiculaire fg située également 4 l’infini ; 


nons aurons, en supposant a positif, 


a\— —T easy dz 
ga) = _ — >. 








ie a) 
wai | 

(abe) = — ~ omy y — 1.résidu de = =—arY—l, 

vt 
(ed | =f e 

Fite 
( de) = © ENG) = V— 1 =0, 

«'O eo) +Yy v—1 

(ef) = (fg) =o. 


Le contour total d’intégration ne contenant pas d’ir- 


fini de on, l'intégrale prise le long de ce contour est 
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nulle; douc 


—r v= © paxv—1 ; 
f a“ de—ay—i+ [ . dz = 0, 
A Mg 
Tr 








w i 
ec — 0 


Or la premiére intégrale devient 


| [~ e—*V/—1 de 
er 





? 
wo 


quand on y change x en — x; et par suite, 


f° ett __ gan 
r 


oY ag 


dxr—rnr ¥—1, 





ou, pour r= 0, 





ou enfin 








ne contient donc pas a, mais elle en dépend; en effet, 
en changeant le signe de a, elle change de signe; cela 
s'explique, car, en posant ax = z, ona 


+o sinaz | EO sing , 
zt = —_—— 3. 
—» A ze 2 


Si nous intégrons fe~"'dz le long del’axe des x et d’une 
paralléle 4 cet axe située A la distance a, et si nous fer- 
mons ce contour par deux paralléles a l’axe des y situdes 
a linfini, nous trouverons zéro; or les intégrales rela- 
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tives 4 ces paralléles a l’axe des y sont nulles, ce qui se 
voit en écrivant notre intégrale ainsi : 


+00 a 
fe" dz ={ edz +f e— 2747" —a7/—1 dy f— 
. —O 0 ; 
. — 2 
+f ent +a?—22/—1 de 
a0 


o — —e 
+f eet ey ly J— 1; 
a 


on a done 
+2 “+o —_ 
oO =[ e-*" az —f e270? 302 —1 dx; 
— oo — 2 
on en tire 
_ +0 __ 
o=yr—e e—~" (cosaaz — ¥— 1sinzaz)\dr; 


dou, séparant les parties réelles et imaginaires, 
~-~ 4 Te , 
re =| e~ cos2axdr, 
-— 0 


+ 0 
2 s 
Oo =[ e~* gsin2axrdzx, - 
—— 00 


Si l’on veut obtenir la valeur de ’intégrale suivante, 
oua>o, 
+ cosax dz 
f o tte” 


on peut observer qu'elle est la partie réelle de celle-ci 


+2 eary—i 
—«» I+2? 


et—'ds 
f I1- 3? 


Yaquelle est égaie a 











at 


— eU! e e 7 Se 
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prise le long de l’axe des x. Mais on peut templacer 
axe des x par un demi-contour circulaire de rayon in- 
fini décrit de lorigine comme centre et situé au-dessus 
de l’axe des x. En effet, a l’intérieur de l’aire limitée par 
l’axe des x et ce dernier contour, la fonction intégrée 
reste finie et continue, pourvu que a@ soil positif, excepté 


pourtant au point 2 = \/— 1; donc la différence des deux 


intégrales ne sera pas nulle, mais bien égale au résidu 


e* 
de - av = relauif a azo v—- 1, c est-a-dire a ———= = mul- 


2¥— 
tiplig par 27 \/— 1, ce qui donne me~*. Mais rimtégrale 
prise le long du contour demi-circulaire est nulle; pour 


l’évaluer, il faut prendre z = Re'V—' et faire varier 6 de 
% a 0, ce qui donne 


f ecost /—1—Rsint — ReW= Vai 7 
x 1+ R?(cos20 + —1 sin20) 





Pour R = x, cette intégrale est bien nulle, et lon a 


+ 0 

COSax 

{ ; dx = re *, 
—o ote 





QUELQUES PROPRIETES DES FONCTIONS. 


Nous avons trouvé que l’intégrale 


: F(z) a 


anVY—t 2— z& 


était égale 4 f(x), la fonction f(z) étant monodrome, 
monogéne, finie et continue autour du point x; soit done 


(1) —. fF w=ysie). 


anV—1 
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On voit que f(x) a toujours une dérivée, car on peut 
ici différentier sous le signe f par rapport a x; cette dé- 
rivée en a une a son tour et ainsi de suite, ce qui est une 
propriété précieuse des fonctions monodromes et mono- 
genes. 

Si, dans la formule (1), on pose z= 2x-+ reV—', elle 
devient 


=~ icon. x)d0= f(x); 


cette formule contient, comme !’on voit, un grand nom- 
bre d'intégrales définies. La formule (1) donne, en la dif- 
férentian!, 
I S(z)dsz I 
( = (2); 


onY—id (8—a2)*t! 1.2.3 





ou, en posant z = reW-1 4 x, 


t an —. de ! ce 
=f f (2+ rN") = Tagen (+). 


En appelant alors M le maximum du module de f(z) sur 
le cercle de rayon r décrit du point x comme centre, 
on a 





1 M f?* I 
wef Small) 
ou 
mod. f* (2) < rst M, 
OU 
r'mod. f* (x' 
N> 1.2.3...2 


Cette formule montre que, si toutes les dérivées de f(x) 
ne sont pas constamment nulles, c’est-a-dire si f (x) n'est 
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pas une constante, on pourra toujours prendre r assez 
grand pour que M croisse au dela de toute limite; donc : 


Tutorime. — Une fonction monodrome et monogéne 
devient forcément infinie pour une valeur finie ou infi- 
nie de sa variable; done aussi la considération de son 
inverse prouve qu'elle s'annule pour une valeur finie ou 
infinie de sa variable; donc enfin l’équation f (x)=0 a 
nécessairement une racine. 


Reprenons les formules 





, I S(s)dz | I "(or 
(1) sas | Seta 
(2) ae LP) a= f(2)5 


la derniére peut s’écrire 


wel ae + (AOR S(#—a) +... 
“ff panes 
+ [Gea @]=7 eh 


f(z) =f(a)+(x—a)f'(a)+... 
(r—ayrt fea) I J (2)(#—a)” ds 


ou, en vertu de (1), 





a a eee 


1.2.3... (m—1) anv—1 (3— a)" (zs—2) 


“e dernier terme tend vers z¢ro pour m = © , pourvu que 
xX— a soit assez petit, et l’on voit que, pour x = a, toutes 
les dérivées de f(x) ne sauraient étre nulles, si f(x) 
n’est pas une constante. Supposons que Ics (72 — 1) pre- 
miéres dérivées seulement soicnt nulles ct que la 2” 
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ne le soit pas, la formule précédente se réduit a 


fm ale I f(2\dz 
N= (e~ el a Jaros 
le facteur de (ax — a)" ne sera pas nul pour x = a, etl’on 
voit que, si f(a) est nul, f(x) sera de la forme 


(x — a)" (x), 


(x) restant fini pour x = a; donc : 





Tutonzme. — Une fonction monodrome et monogéne 
n'a que des racines d'un ordre de multiplicité entier; il 
en est de méme par suite de ses infinis. 


Voici une dernieére proposition trés-importante : Soit 


f'( 2) la dérivée de f(z); les infinis dei, seront sim: 
ples et se réduiront aux zéros et aux infinis de f (z). Soient 
Q;, 4)... les zéros de f(z) contenus dans le contour C, 
@;, g,-.. les infinis contenus dans le méme contour 
supposés en nombre fin1; alors 

f(2) = (ar 1(2 —a,)™.. 


(z — a, )* (3 —as)™.. 





= $(3)s 


)(z) n’étant plus ni nul ni infini dans le contour C; pre- 
nons les logarithmes et différentions, on aura 


f(z) 
SI (2) = 37-44 aon 


Multiplions par F(z), qui ne devient ni nul ni infini 
dans le contour C; nous aurons, en intégrant le long de 
ce contour, : 














ES fee dz = imF(a) — inF(a). 


Si l'on fait F (z) =1,0n trouve Lin — In, c’est-a-direla 





0 
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différence entre le nombre des zéros et des infinis; mais 
alors 

_ 1 (fl), 
= d | 
anV—1 J(3) = an avail ef) 


logf(z) = Im — Eny 


— WS 
log f(s} = log mod. f(z) — ~—1 arg. f(s); 


ainsi at (2m — Zn) est la quantité dont varie largue 
ment de f(z) le long du contour C, quand le point z 
effectue une révolution compléte le Jong de ce contour. 


Quand on prend F(z) = z, ona 


P(e)? Ima — Ina, 





onv—t 


THEOREMES DE CAUCHY ET DE LAURENT. 


Nous terminerons ces considérations préliminaires en 
donnant, d’aprés Cauchy et le commandant Laurent, une 
nouvelle forme au théoréme de Maclaurin. 


Soit f (x) une fonction finie continue monodrome et 
monogéne 4 l’intérieur d’un cercle de rayon R décrit — 
de l’origine comme centre. Elle sera développable par 
la formule de Maclaurin pour toute valeur de x com- 
prise 4 Vintérieur du cercle en question. 


En effet, si l'on décrit un cercle de rayon R’ un peu 
plus petit que R de lorigine comme centre, on aura, 
en intégrant le long de ce cercle, 


Ne) = TS v= [Phe 


pourvu que le point x soit situé dans son intérieur; alors 
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le module de z sera plus grand que celui de x et, : _ = 





étant développé suivant les puissances de x, on aura 


J(4)= ss fre as (+ +5 -+-— T+...) 


=| [Ulars (Wa le . 


» (Helas +... |- 





Or on sait que 





I f(s) ,_f"lo)_, 
2m /—1 gent = 7 9.3..e? 


on aura donc 


J (2) =f (0) + = 7"(0) eee — f*(0) + --05 


ce qu'il fallait prouver. 


Si la fonction f(x) est finie, continue, monodrome et 
monogéne & Uintérieur d'une couronne circulaire de 
rayons R et R’, ayant son centre & Uorigine, elle sera 
développable pour toutes les valeurs de x comprises 
dans cette couronne en une double série procédant sut- 
vant les puissances entiéres ascendantes et descen- 
duntes de x. 


En effet, soit f, un signe d'intégration indiquant que 
la variable reste sur un cercle de rayon A décrit de l’ori- 
gine comme centre, soit r un peu plus petit que R, et r’ 
un peu plus grand que R’, la somme 


Li) def) FEV ay 


e sa" s-—2z 
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sera égalea Vintégrale f ZC) dz prise le long d’un cercle 


de rayon trés-petit décrit autour du point x intérieur a 
la couronne; en sorte que, si l’on observe que celle-ci 


est égale 4 an —1 f(x), on aura 


Alt) og ($0 ae = avis 2) 


pee 


ou bien, en observant que mod.z>mod.x et que 
mod, z’< mod.z, 


J Flee (i+ s+ 54+) 
+ f fe )de (i+ 5454.) san iAcar 


ce qui démontre le théoréme. 


Excmples.—\og (t + x) est développable al'intérieur 
d’un cercle de rayon 1 décrit de l’origine comme centre, 
niais il cesse d'étre développable au dela comme I’on sait, 
et, en effet, pour x = —1, le logarithme de 1 + z est 
infini. 

Le point critique de (1 — x)" est x = 1, c'est ce qui 
explique pourquoi la formule.du bindsme cesse d’avoir 
lieu quand le module de x est supérieur @ l'unité, etc. 


REMARQUE CONCERNANT LES FONCTIONS PERIODIQUES. 
- Une fonction f(x) posséde la période w quand ona 
fle +0) =Sf(2) 
et, par sulle, 7 étant entier, 


fic+no)=f(z). 


ae 
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e posséde évidemment la période w; quand on donne 


xexV—1 


une valeur particuliére ae ~*~, il en résulte pour x 
une série de valeurs de la forme x, + nw, ndésignantun 
entier et 2, un nombre bien déterminé. Si donc on con- 
sidére une fonction f(x) monodrome quelconque possé- 


dant Ja période w, elle pourra étre considérée comme fonc- 


axV—ier 
tionde y=e © et, si l’on se donne y, x ayantles va- 


leurs x) + nw, f(x) prendra les valeurs 
SI (z+no)=f(x,). 


' Ainsi, y étant donné, f(x) aura une valeur unique et 
bien déterminée; il en résulte que f(x) est fonction 
monodrome de y. | 


Il résulte de la que toute fonction périodique mono- 
‘drome possédant la période w pourra se développer 
suivant les puissances ascendantes et descendantes 


an to 
— x —! ' e as a e s 
dee” a Pinterieur de certaines couronnes circu- 


laires. 
e an Vor e 
Mais quande + décrit un cercle, son module reste _ 


constant; or, si l’on pose 
e=a+ Py¥—1, o=g+hy—1, 

i] se réduit 4 
as 
g*+A* 
c 

p désignant une fonctioh linéaire de a et 6, et pour 

que cetle expression reste constante, p doit rester con- 


stant; x décrit donc une droite, de direction fixe d’ail- 


sex Var 


leurs, quand on fait varier le module de e ~_. Ainsi 
c'est entre deux droites paralléles que le développement 


a 
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de f(x) sera possible, l’une de ces droites on méme 
toutes Jes deux pouvant s'éloigner a l’infini. 

Ce théoréme nous servira 4 jeter les fondements de la 
théorie des fonctions elliptiques. 


NOTIONS SUR LES FONCTIONS ALGEBRIQUES., 


Une fonction y, définie par une équation de la forme 
S(y,2)=0, 
ou f(x,y) désigne un polynéme entier en x et y, qui 
n’admet pas de diviseur entier, est ce que l'on appelle 
une fonction algébrique. L’équation qui la définit est 
dite irréductible. 

Une fonction ainsi définie est susceptible d’autant de 
valeurs pour une méme valeur de x qu'il y a d'unités 
dans le degré de f pris relativement 4 y; mais ces va- 
leurs ne peuvent pas étre séparées les ‘unes des autres 
et ne constituent qu'une seule et méme fonction, ainsi 
que I’a démontré M. Puiseux. 

1° Une fonction algébrique ne peut s’annuler que si le 
dernier terme de l’équation qui !a définit s'annule, et, 


e . I 
par suite, elle n’a qu’un nombre limité de zéros. y est 


défini par une équation algébrique que l’on sait former 
et n’admet, par suite, qu'un nombre limité de zéros; 
donc y n’admet qu’un nombre limité d’infinis qui sont 
les raciues de l’équation obtenue en égalant & zéro le 
coefficient de Ja plus haute puissance de y dans l’équation 
qui sert a le définir. 

2° Nous admettrons que y est une fonction continue 
de x, excepté pour les points ot y devient infini ou ac- 
quiert des valeurs telles que !’on ait 4 la fois 


lf 
SJ (2,y)=0, jy = 9% 
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encore en ces points n'y a-t-il pas, 4 proprement parler, 
discontinuité, mais simplement indétermination d’une 
certaine espéce dont nous parlerons plus loin; nous don- 
nerons 4 ces points le nom de points critiques. 

Nous supposons ce théoréme connu du Jecteur, ct, en 
réalité, il est supposé connu de toutes les personnes qui 
s'occupent de Calcul différentiel; il est impossible de 
prendre la dérivée d'une fonction implicite sans l’ad- 
mettre. 

3° La fonction algébrique y admet une dérivée bien 
déterminée en tout point qui n'est pas critique : cela ré- 
sulte de la régle de la différentiation des fonctions im- 
plicites, et l’on a 


dys df-_ df 
dz —_—_—_ dz e dy’ ° 
° . | e 4 ° df > 
expression finie et déterminée si dy n’est pas nul. 


4° La fonction algébrique y est monodrome a |’inté- 
rieur de tout contour ne contenant pas de point critique. 
Considérons, en effet, un contour fermé C ne contenant 
aucun point critique 3 supposons que la variable x dé- 
crive un certain chemin continu 4 Pintérieur de C, en 
partant du point x» pour y revenir. Soient S ce chemin, 
yo la valeur de y en x» au départ, et y, la valeur que 
prend y quand x revient en x». Sil’on n’a pas y; = 70, 
¥; ne pourra étre qu'une des valeurs de y. Cela posé, dé- 
formous le chemin S en le réduisant 4 des dimensions de 
plus en plus petites. Quand ce chemin se sera, dans toutes 
ses parties, suffisamment rapproché de xo, les valeurs 
de y le long du contour S seront, en vertu de la conti- 
nuité de y, aussi peu différentes que l'on voudra de yo, 
el, par suite, différeront de y, d'une quantité finie, 
puisque, 4l’intérieur du contour C dans lequel nous che- 
minons, les valeursde y sont nettement distinctes; donc, 
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quand le contour S sera devenu suffisamment petit, y re- 
viendra en 2p avecsa valeur initiale y,. Mais, s'il n’en est 
pas toujours ainsi, il est clair que, pendant que le con- 
tour S se déforme, il arrive un moment ou y revient 
encore en 2x, avec la valeur y, différente de yo, tandis 
qu’un moment aprés il reviendra avec la valeur primi- 
tive 79. Soient donc deux contours S, et S,, infiniment 
voisins, ramenant y l'un avec la valeur yo, l’autre avec 
la valeur y,; considérons deux mobiles parcourant 
ces contours en restant toujours infiniment voisins |l’un 
de l'autre : en deux points infiniment voisins, y ne 
pourra avoir que des valeurs infiniment peu diffé- 
rentes. En effet, si l'on considére, 4 chaque instant, 
la différence des valeurs de y en deux points cor- 
respondants, cette différence, d’abord infiniment petite, 
restera telle, car elle varie d’une maniére continue 
comme y, et elle ne saurait devenir finie que si l’on con- 
sidére deux racines distinctes de ’équation f (x,y) = 0; 
mais, pour passer d'une valeur a une autre, y serait 
obligé de rompre la continuité, 4 moins que l’on ne soit 
précisément dans le voisinage d’un point critique ou 
deux valeurs distinctes de y sont susceptibles de différer 
infiniment peu l'une de l’autre pour une méme valeur 
de x. Ainsi donc, y revient toujours en 2, avec la méme 
valeur 7o, si l’on ne sort pas du contour C. cc. Q. F. BD. 


Discussion DE LA FONCTION Vr—a. 


Ji est intéressant d’étudier la maniére dont les fonc- 
tions algébriques permutent leurs valeurs les unes dans 
les autres autour des points critiques; nous renverrons, 
pour cet objet, le lecteur 4 un Mémoire de M. Puiseux, 
inséré au t. XV du Journal de M. Liouville. Il suffira, 
en effet, pour le but que nous avons en vue, de discuter 
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les fonctions de la forme /X, o& X représente un poly- 
néme entier en Z. 

Commencons par la fonction y = x —a, dans la- 
quelle a est une constante. Cette fonction a deux valeurs 


en chaque point égales et de signes contraires. Nous 
n’avons 4 considérer qu'un seul point critique, le point a 
pour lequel les deux valeurs de y deviennent égales a 
zéro. La fonction y ne cesse donc d’étre monodrome 
qu’a l’intérieur d'un contour contenant le point a. 
Posons 
z= =A + re' 


= 
9 
Wo . . ; . 
re’ ‘sera représenté par la droite qui va du point a au 
point x (la résultante de deux droites représentant, il 
ne faut pas l’oublier, la somme des imaginaires repré- 
sentées par ces droites); on aura 


¢ ,— 
- 3v— 


Y2—as=r'e e 


Si le point x décrit un contour fermé contenantle point a, 


la droite re'™— joignant le point @ au point x tournera 
en décrivant un angle total égal & 27; la fonction 


reviendra alors, quand x reviendra au point de départ 
correspondant 4 6 = 4), avec la valeur 
(goa 
—Vxr—a=r'e . 
Ainsi l’effet d’une rotation autour du point a est de 
changer le signe de Ja fonction y. 
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DISCUSSION DE LA FONCTION 


yA(z—a) (a2—b)(e2—c)...(4—/), 
Quand le point x tournera autour du point a, yx —a 


changera de signe; ainsi : 

Quand la variable décrira un contour fermé conte- 
nant une des quantités a, b,..., 1, la fonction re- 
viendra au point de départ avec un changement de 
signe 

Quand la variable décrira un contour fermé conte- 
nant un nombre pair de points critiques, un nombre: 
pair de facteurs Jx—a, Jx—6, ... changeront de 
signes, et la fonction reviendra au point de départ avec 
sa valeur initiale; ce sera l’inverse quand le contour 
contiendra un nombre impair de points critiques. 

Au lieu de décrire un contour fermé simple, la 
variable peut tourner plusieurs fois autour d'un ou 
de plusieurs points critiques; mais ce cas complexe 
ne présentera aucune difficulté et se raménera aux 
précédents. . 

_ Je suppose, par exemple, un contour ayant son ori- 
gine en o et présentant la forme ci-dessous : quand la 


Fig. 6. 





variable a suivi le chemin opés, la fonction arrive 
Stunw. — dn, I. 32 
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ens avec une valeur que j’appellerai y,, et quand x par- 
court le chemin sqgrs, y revient en s avec la valeur —y,, 
en sorte que l’on pourrait supprimer Ja boucle sqrs et 
partir de o avec la valeur —y»; on pourrait de méme 
supprimer la boucle uptu en partant avec la valeur 
initiale + yo; il reste alors Je chemin optsgruo qui con- 
tient le point a et l'on revient eno avec la valeur — 79. 


ETUDES DES PREMIERES TRANSCENDANTES 
QUE L'ON RENCONTRE DANS LE CALCUL INTEGRAL. 


Les fonctions entiéres s intégrent immédiatement, les 
fonctions rationnelles s’intégrent en les décomposant en 
fractions simples : quand ces fractions simples sont de la 

A 
forme —— — 
(= ap 


elles sont de la forme 


, elles s'intégrent immédiatement; quand 





» elles ne s'intégrent plus au 
zx—a@ ; 


moyen de signes algébriques, ou du moins on ne sait 
plus les intégrer de cette facon. 

On rencontre aussi des fractions de la forme 
MxeitN — 


——— 


(27+ px +g)" 
mais, en adoptant les imaginaires dans le .calcul, ces 
. rye , A 
fractions se réduisent a la forme ———_- 
(2 —a)* 


A e e e 
= est la fonction logarithmique 





L’intégrale de 
A 


bien étudiée dans les éléments et bien connue; on con- 
coit cependant que la découverte des logarithmes ait pu 
suivre celle du Calcul intégral, et il est intéressant de 
voir comment on aurail pu étudier les propriétés de la 
nouvelle fonction. 


( 499 ) 


Ft d’abord il y a lieu de se demander si |’intégrale de 





= engendre réellement une fonction transcendante, 
at~-—_ 


ou seulement une fonction réductible aux fonctions al- 
gébriques; nous allons voir, en étudiant ses propriétés, 
qu'elle constitue une fonction nouvelle. D’abord, en 
mettanta part le facteur A constant et remplacant x — a 
par x, on raméne cette intégrale a4 la forme 


dx 

rr 
dz_, 

=z OF Z, 


le signe log étant employé pour représenter la nouvelle 
fonction (nous précisons notre intégrale avec la limite 1 
et non zéro, afin qu’elle soit finie. ) 
Nous pouvons prouver : 1° que logx n’est pas mono- 
e uite ne peut pas étre rationnel; 2° que 
drome et par suite ne peut pas étre rat 1;" 2° 
logz a une infinité de valeurs pour une méme valeur 
e u'il ne saurait alors coYncider avec une fonc- 
de x, et l ne tal Yncid f 
tion algébrique qui n’en a qu'un nombre limité. | 
Pour le prouver, observons que ]’on peut aller du 
point 1 au point 2, soit directement par le chemin 12 





Posons 


Fig. 7. 





rectiligne, ce qui fournit la valeur que nous appellerons 
logz, soit par tout autre chemin. La valeur de l'inté- 
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grale prise le long d’un chemin qui, avec x1, forme 


ao ° ° ry Ff 
un contour fermé ne contenant pas l’origine ou — est 
& 


infini, donnerait la méme valeur logx; mais si, pour 
aller de « A x, ‘on suit un chemin qui enveloppe le 
point o, tel que celui qui est figuré en pointillé, |’inté- 
grale prise le long de ce contour, augmentée de linté- 
grale prise le long de x1, sera égale a !'intégrale prise 
le long d’un cercle de rayon trés-petit décrit autour du 
point 0; on aura donc, en se rappelant que cette der- 


niére est égale a + any/—1, 


Je mets — any/—1, parce quel’intégrale doit étre prise 
dans le sens rétrograde; on a donc dans ce cas 


dx _ — 
——logr —2nry—!. 
x 


Si, au contraire, Ja figure avait la disposition ci-dessous 
on aurait 


dr l [oy 
— —lor — 
z Gt + 3aKy Te 


Fig. 8. 





Il y a plus, si, au lieu de suivre un contour simple 
comme les deux précédents, on suit un contour en- 
tourant 2, 3, 4, ... fois lorigine, tel que celui ci- 





(501 ) 


dessous qui l’entoure trois fois, il est clair que l’on aura 


t. — 
f Zales + 24,6. wry—t; 


Fig. g. 





dans le cas de la figure, ona 


dr 
[Fs loge+ 6rV —1. 
Ainsi la valeur générale de l’intégrale considérée est 
loga taken V¥—1, 


kdésignant un entier, et ces valeurs de log.c sont insé- 
parables les unes des autres; ainsi, quand le point x 
passe en @ pour la seconde fois, Pintégrale y acquiert 
une valeur égale 4 la précédente augmentée de an, et 
cela en vertu de la continutté; en d’autres termes, on 
ne pourrait assigner a logx une valeur déterminée en @ 
qu’en rompant la continuité de cetle fonction. 
Si l'on considére l’équation 


dr dy 


x Jy 
on en tire d’abord 


{ dx {2 , 
— + — = const., 
}y 1 J 
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ce que l’on peut écrire 
(1) logx + logy = loga, 
a désignant une constante. Mais on en tire aussi 


yar + ady=o, 
ou 


(2) xy), 


b désignant une constante. Les formules (2) devant étre 
identiques, faisons x = 1; (1) donnera logy = loga et 
(2) donnera y = 5, ce qui exige que a = b. Des for-. 
mules (1) et (2) on tire alors, en remplagant 6 par a, 
logx + logy = logzy, 
ce qui est la propriété fondamentale de la fonction lo- 
garithmique. 
La fonction inverse de logx sera représentée par e(z), 

en sorte que, 81 

yxy = loge, 
on aura 

xz=e(y); 


la propriété fondamentale des logarithmes donne la 
propriété fondamentale des exponentielles 


e(x-+y)=e(xr)e(y), 


ce qui conduit a écrire 


ttcomme l’on a 
logz =y + 2h —1, 
y désignant l'une des valeurs de logz, on a 


ef — ettile/—i, 


la fonction e* est alors périodique et a pour période 
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akry/—1. De la formule 


dx 
dy=— 
J x 
on tire 
dx —-+ 
dy 


y tant le logarithme de x, on voit que la dérivée de la 
fonction exponentielle e” prise par rapport 4 y est cette 
fonction elle-méme; on est alors conduit a représenter e* 
au moyen d'une série, et sa théorie s’achéve comme dans 
les éléments. 

On voit ainsi que la découverte de Neper edit été faite 
par les inventeurs du Calcul infinitésimal dés les débuts 
du calcul inverse. 


DES DIVERS CHEMINS QUE PEUT SUIVRE LA VARIABLE 
DANS LA RECHERCHE DES INTEGRALES DES FONCTIONS 
ALGEBRIQUES. 


Toute fonction algébrique y étant monodrome a l’in- 
térieur d’un contour ne contenant pas de point cri- 
lique, son intégrale sera nulle le long d’un pareil con- 
tour; donc : 

1° L’intégrale prise le long d’un contour quelconque 
9x pourra étre remplacée par l’intégrale prise le long 
du contour rectiligne x 2, si entre ce contour et le 
contour donné i] n’existe pas de point critique. 

2° Si, 4 Pintérieur du contour C formé par le chemin 
rectiligne et le chemin donné, il existe un point cri- 
tique a, on pourra remplacer le chemin donné par un 
autre allant de 2» vers un point @ trés-voisin du point 
critique sans sortir du contour C, tournant ensuite le 
long du cercle décrit de a comme centre avec aa pour 
rayon, revenanten «, puis en 2’, par le chemin a 2, in- 
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verse du chemin x,a suivi tout 4 Pheure, enfin allant 
par le chemin rectiligne de x, 4 x. En effet, le nouveau 
chemin et l’ancien ne comprennent entre eux aucun 
point critique. 


Fig. 10. 





Le chemin formé d'une ligne allant de x» au point 
@ voisin du point critique a, tournant autour de ce 
point et revenant en x» par Ja route déja suivie pour 
aller de xo, est ce que ]'on appelle un /acet. - 

Nous avons figuré ci-dessus un lacet en séparant 
aller du retour pour bien montrer comment le lacet 
peut se substituer au contour C. 

3° Si, entre le contour C formé par le chemin recti- 
ligne et le contour donné, il existait plusieurs points 
critiques, on pourrait remplacer ce comtour par une 
série de lacets suivis de la droite 79x. 

4° Supposons que le contour d’intégration douné 
rencontre la droite xo%, en p,q. | 


Fig. 11. 





On pourra remplacer le chemin x, ép par une série de 
lacets et par la droite x)p; on est alors ramené au 
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chemin x,pmq, que l’on peut remplacer par une série 
de lacets suivis de xq, et ainsi de suite; donc : 

Tutonime. — Tous les chemins que l’on peut suivre 
pour aller de x, en x peuvent étre remplacés par une 
série de lacets ayant leurs origines et leurs extrémités 
en Xo, suivis du contour rectiligne xx (*). 

Nous dirons qu'un lacet unit deux valeurs 7; et 7; 
quand ces deux valeurs de y se permutent l'une dans 
autre lorsque 1’on suit ce lacet. 

Mais nous préciserons encore davantage : en général, 
en suivant un lacet, on ne permute que deux valeurs de 
la fonction y; toutefois il pourra se faire qu’en suivant 
un méme lacet plusieurs fois de suite, on obtienne une 
permutation circulaire des valeurs y:, Ya, Ys, --+ dey; 
nous considérerons comme distincts tous les lacets par- 
courus avec des valeurs initiales différentes de y. Ainsi, 
par exemple, si le point @ est un point critique ordi- 
naire, deux racines 7; et 7, se permuteront |’une dans 
autre en parcourant ce lacet; nous le supposerons 
double, mais seulement pour la commodité du langage, 
en sorte que, s'il est parcouru avec la valeur initiale y;, 
nous le considérerons comme formant un premier lacet 
unissant y; 4 y;, et s'il est parcouru avec la valeur ini- 
tiale y,, nous le considérerons comme un second lacet 
distinct du premier et unissant 7; 4 7;. 

De méme, si au point a trois valeurs y;, 7; 7x $e per- 
. mutaient entre elles, on aurait a considérer le lacet cor- 
respondant comme triple : l’un des lacets simples unirait 
Via y; et serait parcouru avec la valeur initiale y,, et 





(*) I va sans dire que nous supposons que le chemin rectiligne x,x 
ne rencontre pas de point critique. S’il en rencontrait un, ce qui n’arri- 
vera que dans des cas tout particuliers, il faudrait, pour l’exactitude du 
théoréme, éviler ce point en déformant le contour rectiligna. 
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ainsi de suite. Ainsi, au mot dacet est attachéc Vidée 
d'un chemin et l’idée d'une valeur initiale de y bien 
déterminée. 


DES INTEGRALES ELLIPTIQUES. 


Dés les débuts du Calcul intégral, on est arrété par 
des difficultés incurmontables quand on veut calculer la 
fonction dont Ja dérivée dépend d’un radical carré re- 
couvrant un polynéme d’un degré supérieur au second. 
Cette difficulté provient de ce que la fonction cherchée 
dépend de nouvelles transcendantes irréductibles, comme 
l’a prouvé M. -Liouville, aux transcendantes étudiées 
dans les Eléments ou aux fonctions algébriques. Le- 
gendre, qui soupconnait cette irréductibilité, s’est sur- 
tout attaché a étudier Jes propriétés analytiques des 
transcendantes Jes plus simples auxquelles conduit le 
Calcul intégral, et a créé la théorie des fonctions ellip- 
tiques. 

On donne le nom d@intégrales elliptiques & des inté- 
grales de forme simple, auxquelles on peut ramener les 
intégralces de la forme 


(1) V= fF (2x, 7)dz, 


ou F(x, y) désigne une fonction rationnelle de x et 
de y, et ou y représente un radical de la forme 


a VA! + Ba? + Cr? + Dr+ Fk, 


A, B, C, D, E désignant des coefficients constants. 
Nous supposerons le polynéme placé sous le radical dé- 
composé en facteurs, et nous aurons 


y =VG(xz—a)(x—§)(*—7)(*—8), 


G désignant un: nombre quelconque réel ou imaginaire. 
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On simplifie la formule (1) en posant 
a-+ bE 
? a= + & 
on tronve alors 
(2) V= f[o(E,n) dé, 


(£,n) désignant une fonction rationnelle de & et den, 
et n désignant le radical 





G[a—ea+(b—alé&|[a—B+(5—B8)é]).... 


Les puissances impaires de £ sous le radical disparai- 
tront si l’on pose 


(a —a)(6—§) + (a—) (b—a) =o, 
(a — 7) (6—8) + (a—8) (b—7) =03 


d’ot Pon tire 


2ab —(a+ 6)\(a+ 6) + 2e8 =0, 
2ab — (a+ 6)(y¥ +4) + 2x8 =0, 


ou | 
ab — ly + 8) — 78 (2 +B) 
atBpB—y—é 
__ 208 — ayd 
a+b Typo 


Ces équations montrent que a et 5 sont racines d’une 
équation du second degré facile & former. On pourra 
donc toujours supposer que la quantité placée sous le 
radical y ne contient que le carré et la quatriéme puis- 
sance de la variable £. 

Cette transformation semble tomber en défaut quand 
ona a -+- 8 — y—d = 0; mais alors on a . 

° 


y = VG[2z?— (a+ b)2 + af l[x?— (a+ B)a-+ yd), 


et il suffit de poser 


pour faire disparattre les puissances impaires de la 
variable. 


Remarque I.— 1] est bon d’observer que, si le produit 
(x— a)(x —P)(x—y)(x—2@) est réel, les quan- 
tités a et 6 pourront toujours étre supposées réelles; en 
effet, la condition de réalité des raeines de |’équation 
du second degré qui fournit a et 5 est 


(a8 — yd)? —[a8(y + 6) —72(a + Billa + B—y— GP >o0. 


Le premier membre de -cette égalité s’annule pour 
a=y,a=0,h=y, B = 2, et!l’on constate facilement 
qu'il est égal a (2 —y)(«—¢)(B —y)(8 —4). Il est 
donc réel si a, B, y, o sont réels. Il est encore réel si, 
ce que l’on peut supposer, « et 6 sont conjugués, et si y 
et d sont réels ou conjugués. Ainsi donc on peut tou- 
jours supposer a et b réels si 


(x — a) (2 — B)(z—7)(2—8) 


est un polynéme & coefficients réels. 


Remarque I]. — Si le polyuéme placé sous le radical 
y n’était pas décomposé en facteurs, en remplagant x par 
a-t+ bE 
+& 
radical, on obtiendrait la méme simplification. 





et en annulant les coefficients de & et £* sous le 


Remarque II], — Si lon avait 


y=VG(2—«)(e@—B)(@—7)s 
en posant ° 
z—a- , 











ane “Se oO 
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on trouverait 
V = fo(n, E\ dE, 
n = G (e+ a—B)(e+a—y), 
® désignant une fonction ratfonnelle de & et de n. 
Ainsi toute intégrale telle que V, dans laquelle y dé- 
signe un radical carré recouvrant un ‘polyndme du 


troisiéme ou du quatriéme degré, peut étre ramenée a la 
forme 


V=/(2,y7)dz, 


y désignant un radical de la forme 


VG(1 + mz?) (1+ 227), 
m etn désignant des constantes, et il est clair qu’en 


posant 


E=2V¥—m, P= 


on pourra ramener le radical a la forme 


v(t — x") (1 — k*2?), 


Posant alors 
= ¥ (1 — 2?) (1 — A722’), 


les intégrales que nous nous Proposons ‘étudier pren- 
dront la forme 


V=f F(x, y)dz, 


F désignant toujours une fonction rationnelle. Nous 
verrons par la suite que Ja quantité k*, a laquelle on a 
donné le nom de module, peut toujours étre censée 
téelle et moindre que l’unité. 
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REDUCTION DES INTEGRALES ELLIPTIQUES 
A DES TYPES SIMPLES. 


Reprenons l'intégrale 
(1) V= F(x, 7) dz, 


dans laquelle nous avons vu que l’on pouvait supposer 
y= (1— 2) (1 — Be"); 
(2.7) 


F (x,y) peut toujours étre mis sous Ja forme : 


v(z,y)' 
o et } désignant deux fonctions entiéres de x et 7; 
mais une fonction entiére. de x et de y peut toujours 
étre censée du premier degré en y, car y* est une fonc- 
tion entiére de x, y* est le produit de y par une fonc- 





tion entiére de x, etc. On peut donc poser 


A+ Bry 
F(2,7)= C +Dy’ 





A, B, C, D désignant des polynémes entiers en x. 
Si l'on multiplie les deux termes de cette fraction 


par C — Dy, elle prend Ja forme 
F(z,y) =M+Ny, 
M et N désignant deux fonctions rationnelles de x, et 


Ny? , es 
comme Ny = 7 on peut encore écrire 
P 
F(z, 7) = M+ ; 


P désignant une nouvelle fonction rationnelle de x: la 
formule (1) donne alors 


V =f Maz + see. 


La premiére intégrale s'obtient par des procédés bien 
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connus et peul s’exprimer au moyen des logarithmes et 
des fonctions rationnelles. J] reste alors a étudier les in- 
técrales de la forme 


ax 
2 U= /P—- 
\2) | S y 


Je dis que l'on peut toujours supposer qu'il n’entre 
dans l’expression de P que des puissances paires de x; 
en effet, on peut poser 


H, K, I, L.désignant des polynémes entiers en z?, et, 
par suite, on a ; 


p— (H+ Kar)(I— Le). 
— P — Lz? ? 


P peut done étre censé de la forme 


M-+Ne 
S 


> 


M, N, 8 désignant des polynémes entiers en 2. La 
formule (2) donne alors 


va (Me, (Ne 
~ |F Sy Ss" > 


La seconde intégrale, en posant x* = z, prend Ja forme 
§ ’ p »P 


Sf) 


a“ 
Vu—2)(?— a) 


oa f(z) est rationnel en z; elle pourra donc s’obtenir 
par les procédés enseignés dans les E/éments du Calcul 
intégral, Il ne reste donc plus qu’a s’occuper des inté- 
grales de la forme (2), dans lesquelles: P ne contient que 
des puissances paires de x. 

La fonction P, étant décomposée en éléments simples, 
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-A 


se composera de termes de la forme Ax?" et —~—" ,. 
(x? —_— az biked 
m, A et a désignant des constantes, et l’intégrale U se 


composera elle-méme de termes réductibles aux formes 


u= {az v= __ ar 
J oy? =f aay 


L’intégrale u peut encore se simplifier, et l’on peut tou- 
jours supposer m = ooum=1: il suffit pour cela d’ob- 
server que l’on a 





axt™ + 622 + 62-4 


d{z=— V(t — 27) (1 — #2) ] = V(r — z*)(1 — a) 


a, b, c désignant des constantes que I’on déterminera en 
faisant les calculs indiqués; on en conclut la formule de 
réduction 


am 2m —3 of? .2m—4 
erty af ade +b f= dr +e | = dz, 


. am . 
qui permettra de calculer f — dx de proche en proche, ° 


dz {= 
— et —} 
J J 


il suftira pour cela d’y faire successivement m = 2,3,.... 
Quant a lintégrale v elle est, 4 un facteur constant prés, 
la dérivée prise par rapport a a? de celle que l’on ob- 
tient en supposant m=1. 








quand on connaitra 


DES TRANSCENDANTES DE LEGENDRE ET DE JACOBI. 
En définitive, les intégrales de la forme 
SF (zr, y) dz, 


ott F désigne une fonction rationnelle de x et d’un ra- 
dical carré recouvrant un polynéme du quatriéme de- 
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gré, peuvent se calculer au moyen des fonctions algé- 
briques, logarithmiques, circulaires, et au moyen de 
trois transcendantes nouvelles : 


—=s dc | 
Wasa — kta?) > Viz) (1— 1 — 2?) y(1— ata) 


La premiére est, comme on le verra, la plus impor- 
tante : ce sont les trois intégrales elliptiques de pre- 
miére, de deuxiéme et de troisiéme espéce. 

Legendre pose x = sing; les trois intégrales précé- 
dentes deviennent alors, en Prenant pour limites infé- 


rieures zéro, 
f Vi— PF sing 1— ma sin* 


I P —_ 
—_ — -? in2 dg 
ot =e apy vi amy 


dg 


0 7 — asin’9}) vr— sin’9 


ct 


la premiére était pour Legendre l’intégrale de premiére 
espéce, Hintégrale f "y/ — A*sin?g dp était Pintégrale 
0 


de deuxiéme espéce, la troisiéme était ]’intégrale de troi- 
sieme espece. L’intégrale de deuxiéme espece représente 
are d’ellipse exprimé en fonction de !’anomalie excen- 
trique de son extrémité. 
g est ce que Legendre appelait l’amplitude des trois 
Stcanw. — An., Il. 33 
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intégrales, k porte le nom de module, a est le para- 
métre de Vintégrale de troisiéme espéce. 

Legendre, dans son Traité des fonctions elliptiques, 
étudie surtout les propriétés des trois intégrales que 
nous venons de signaler, et indique le moyen d’en con- 
struire des Tables. Mais Abel et Jacobi, se plagant a un 
point de vue beaucoup plus élevé, ont considéré les in- 
tégrales elliptiques comme des fonctions inverses; pour 
bien faire saisir la pensée qui a guidé ces géométres 
dans leurs recherches, nous ferons observer que les loga- 
rithmes et les fonctions circulaires inverses pourraient 
étre définies par les formules 


"dr ; * dz 
log = —-9 arc slInz = g eeeg 
1 = ry V1 —z 


et auraient certainement été étudiées avant l'exponen- 
tielle, le sinus, etc., si ces fonctions directcs n’avaient 
pas été fournies par des considérations élémentaires. Le 
fil de Pinduction devait laisser penser que l’intégrale 


ne définissait pas une fonction aussi intéressante que 
son inverse. 


o 








J dy 


ETUDE DE Viwréomce ——_____— 
—y)(r—-4) 


o ¥(y—2)(y—B)(y 


Avant d’étudier la fonction elliptique, il convient, 
pour la commodité de l’exposition, d’étudier lintégrale 
un peu plus générale 


J dy 


£— —- 


vo V(r 


See enn sammnaeetentenaeamel 
—_ 


ely—B)r—vi—s) 
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x est une fonction évidemment continue de y, tant. 
que y n'est égal a aucune des quantités «, B, 7,0, 0, et 
réciproquement y sera une fonction continue de x; et, 
lors méme que y passe par la valeur « par exemple, 
x reste continu. En effet, posant x= f(y), ona 





‘\« =F na IGnm “B)ir—yir— 8) 


cette expression est finie comme !’on sait; on a aussi 


ath gy l 
J (a +h) f Vy ~«Vir—| — B)(y —7) (x — 2) 


el, par suite, 


S(ath) —f(a) 


f ath I 

da Ve eV B) (ra) lr —8)’ 
soient M une quantité dont le module reste supérieur a 
I 


v(x —B) (x Gone =a 


module est au plus ” égal 3 & 1, Qn aura 


celui de —— »¢€ une quantité dont le 








ath _. 
flat) f(a) =e [ Se = Vis 


cette quantité est bien infiniment petite. Ainsi : 


Tutorzms I. — Za fonction x et, par suite, son in- 
verse y sont continues, excepté quand y ou x sont infinis. 


Pour préciser le sens de la fonction zx, il faut sup- 
poser que, pour y = 0, le radical ait une valeur déter- 


minée, que nous représenterons par + 679, et quand 
je dis que, pour y = 0, le radical a cette valeur, j’entends 


parla quel’intégrale est engendrée avec la valeur + af ard 
qui pourra prendre au point o la valeur — /x@7¢ quand 


Le 
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{a variable y reviendra en ce point. Cela posé, 
‘Tutorzme I. — La fonction y admet deux périodes. 


En effet, les contours que |’on peut suivre pour en- 
gendrer |’intégrale x peuvent se ramener: 1° au con- 
tour rectiligne oy ; 2° a ce contour précédé de contours 
fermés aboutissant en o et formés de lacets. 

Soient A, B,C, D les valeurs que prend I’intégrale 
autour des lacets relatifs aux points a, 6, 7, 0. 

Appelons: la valeur que prend l'intégrale x quand le 
chemin que suit la variable y est le contour recti- 
ligne oy; x pourra prendre les valeurs suivantes : 1° la 
valeur’; 2° les valeurs A — i, B—i, C—i, D—i(*). 

En effet, par exemple, Ja variable y parcourant d’a- 
bord le Jacet A dans le sens direct ou dans le sens ré- 
trograde, x prend la valeur A, le radical revient en o 
avec sa valeur primitive changée de signe, la variable 
décrivant ensuite le chemin oy, l'intégrale prend le 
longede ce chemin la valeur — 7, et Pintégrale totale se 
réduit 4 A —i, 

3° En général, quel que soit le sens dans lequel on 
parcourt un lacet, la valeur de l'intégrale ne dépend 
que du signe du radical a Pentrée du lacet, et ce signe 
change a la sortie du lacet; il en résulte que, si la valeur 
initiale du radical est précédée du signe +-, la valeyr 
générale de x sera 


A—B+C—D+4+...¢/, 





(*) L'intégrale le long d’un lacet est facile a culculer; supposons qu’il 
s‘agisse du lacet relatif au point a, elle se composera de l’intégrale recti- 
ligne (Oa), de Pintégrale prise le long du chemin circulaire décrit au- 
tour de «, intégrale nulle, et de l’intégrale rectiligne (20), laquelle est 
égale a (Oa) parce qu'elle est parcouruc en sens inverse de (Oa) et avec 
le signe — placé devant le radical. Ainsi A = 2 (Oa); Je radical, en effet, 


change de signe quand le point y tourne autour de a. 
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le signe de i étant +- s'il est précédé d'un nombre pair 
de termes, — sil est précédé d'un nombre impair de 


termes ; de sorte que, si l’on pose 


P = m,(A—B)+m,(A—C)+m,(A—D) 
+ m,(B— C) +m, (B—D)-+m,(C—D), 


m,, 7, ...,m, étant des entiers positifs ou négatifs, 
les valeurs de x seront de la forme 


a 


P+ #4, P+A—i, P+B—i, 
P+C—i, P+D—¥i, 


(3) 





que l’on peut simplifier. En effet, si l'on intégre 


dy 


—- B)iy —y) (x —4) 


le long d’un cercle de rayon infini décrit de lorigine 
comme centre, on obtient un résultat nul, mais cette in- 
tégrale est aussi égale a la somme des intégrales prises 
successivement le long des quatre lacets; donc 


A—B+C—D=o0, 
si l’on pose | 
A—B=o, B—C=a, 
On aura 


B=A—o, C=A—o—os, D=A—-B+C=A—ga, 
A—B=sa A—C>=e-+a, A—D=sg, 
B—C=90, B—D=s-—o, G—D=—uws. 


La quantité P est donc de la forme mw + na, et les di- 
verses valeurs de x de la forme 


me-+rno+i ou mo-+-nrao+A—i, 


Les quantités m et n désignant des entiers quelconques, 
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il résulte de la que, si l’on faity = f(x), on aura 
(4) S(metaati)=f(matas+ A—i)=f(i); 


la fonction y admet donc Jes deux périodes w et wv. 

Si nous partageons le plan en une infinité de parallé- 
logrammes, dont les cétés soient w et a, ces parallélo- 
grammes porteront le nom de parallélogrammes des pé- 
riodes, et nous pourrons énoncer le théoréme suivant : 


Taéonime III. — Dans chaque parallélogramme des 
périodes, la fonction y prend deux fois la méme valeur 
pour deux valeurs distinctes dex. 


On peut démontrer directement que la fonction y est 
monodrome dans toute l'étendue du plan. En effet, si le 
point y se meut dans une portion du plan qui ne con- 
tient pas des points critiques, x reste fonction mono- 
drome de y, et l’équation 


dy 

=a (7 =@)(¥— Biya) (= 8) 
fournit une série de valeurs de x comprises dans un cer- 
tain contour C. Réciproquement, Ja racine y de cette 
équation ne pourra cesser d'étre monodrome qu’autour 
des points ou y acquerrait des valeurs multiples ou au- 
tour desquels Je premier membre de |’équation cesse- 
rait d’étre monodrome ou fini par rapport 4 y; or, la 
dérivée du premier membre de notre équation relative 
a y ne s'annule que pour y = 00 ; les seuls points ot y 
pourrait cesser d’étre monodrome correspondent donc a 
y=; 6,7,0 elo, 

Posons donc 


— ©T—0O0 


x =e + 27, 
dy dz 
dae ae! 














( 51g ) 
la formule (A) deviendra 


f. te. 
V( (+ a— B)(2+a—7)(#+2—2) 


La fonction z ne cesse évidemment pas d’étre mono- 
drome autour du point z= 0, et, par suite, y ne cesse 
pas d'étre monodrome autour du point « (a, 8, 7 sont, 
bien entendu, supposés différents les uns des autres). 

Si l'on veut étudier ce qui se passe autour du point 
x = {, pour lequel y =o, on posera 


. 


y= 


. e 


on aura alors, au lieu de la formule (A), > 
eo 
wo V(t—az)(1— Bz) (1 — y2)(1 8s) 
el, en raisonnant comme plus haut, on voit que cette 
équation, pour y= ou pour z=0, ne cesse pas 
d’étre monodrome par rapport a x. 

Nous verrons plus loin une démonstration lumineuse 
de ces résultats, mais i] était nécessaire de présenter ces 
considérations pour faire comprendre |]'’esprit qui nous 
guide dans nos recherches. 

Notre but dans ce paragraphe était de montrer com- 
ment on pouvait étre conduit 4 concevoir des fonctions 
“possédant deux périodes. 


ETUDE ET DISCUSSION DE LA FONCTION sinamZ. 
Considérons-l’intégrale 
) dy 
YO, 
V(t — 9?) (1 — ty?) 


qui est Ja plus simple de celles auxquelles se raménent 


(1) F aan 
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les intégrales que nous avons considérées plus haut 
Legendre posait 

y= sing} 
i] obtenait alors la relation . 


p__edp 
z= f yi— sintg’ 


g était ce qu'il apvelait l’amplitude de lintégrale x. 
Alors, en posant 9>= amz, on a 
y = sinamz; 
le nom de sinam-z est resté a y considéré comme fonc- 
tion de x. Nous adopterons la notation de Gudermann, 
plus simple que la précédente, due 4 Jacobi, et nous 
aurons 
¥y =sinam z—snez, 
1— y?’—cosamz—cnz, 
¥i—4é?y?= dne, 
i 
vi-y? 
Nous reviendrons d’ailleurs sur ces formules pour en 
préciser le sens et déterminer le signe qui convient a 
chaque radical. Dans ce qui va suivre, k sera quel- 
conque, mais, dans la pratique, k sera généralement 
réel et moindre que l’unité. 
D'aprés ce qu’on a vu au paragraphe précédent : 
1° La fonction snz sera continue, monodrome et 
monogéne dans toute |’étendue du plan. 
a° Elle possédera deux périodes, l'une 


= tangam x —tnz. 





Jase ere 
2 Vimy) by] —2 ———————— SS 3 
V¥(t—y?)(1— Ay?) o 6 (t—y*) (1 — Ay?) 
correspondant aux deux Jacets successifs et relatifs aux 
points critiques —r1et+1. Nous Vappellcrons 4K; 
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nous observerons qu’elle est réelle quand & est réel, et 
d‘ailleurs moindre que l’unité en valeur absolue, 


k= Si Toa V(r — 9") (1 — #y?)} 


autre période est 


oO fe) 


A désignant, pour abréger, le radical; on peut la repré- 
senter par 2K’ \/—1, en posant 


1 
‘dy 
R'y—i1=[ 2. 
1 


Reektmi, 1-—-Py? = 20, 


K = | as TAG (a- Fey 


k est ce que l'on appelle le module, 

K’ est le module complémentaire, 

K est Pintégrale complete, 

K’ est Pintégrale compléte complémentaire. 





Si l'on fait 


on trouve 


Ainsi les cétés du parallélogramme des périodes sont 
4K et 2K! /—t1. | 

3° La fonction snx passe deux fois par la méme va- 
leur dans le parallélogramme, et, d’aprés la discussion 
faite au paragraphe précédent, 


sn(2K — 2) =snz. 


4° La fonction snx s’annule en particulier deux fois 
dans chaque parallélogramme, ct comme on a évideme 


( 522 ) 
ment sno =0, les zéros de sax sont donnés par les 
formules o et 2K, ou, plus généralement, 


4Km +2K'ny—1 


K'nV—1.- 
>(2m-+1)K +2K'aVou ou aKm-+ 2K/ny¥—1 





5° Cherchons les infinis de snx. L’un d’eux sera 
donné par la formule 


Od +4 i . 
a=[ il ou 22a— YY, 
o «CAM 


et l'on peut supposer que Je contour d’intégration soit 
rectiligne en laissant d’°un méme cété de Jui-méme les 


points critiques + 1 et +7 et, de l'autre cété, — 1 et 


I . , 
— 7} mais un tel contour peut étre remplacé par un 


demi-cercle de rayon infini décrit sur lui-méme comme. 
diamétre, a la condition d’y adjoindre les deux lacets 
relatifs aux points éritiques. Or Je contour circulaire 
donne une intégrale nulle; on a donc 


° dy Rly , 
pe os j Saf y= 2K V—ls 


et, par suite, 
a=K’\/—1, et sn(K + K’'¥—1) =7- 


Ainsi l'un des infinis de snz est K’¥—1, et, comme 


sn(aK — x) =snx, un autre infini sera 2K — Ki /—1. 
En général, les infinis de snx seront ° 


4mK + (2n+3)K’¥—1 


a(am+-1)K+(an+1)K’¥—1 ou 2Km-+(2n-+1)K'y—1. 
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6° On a, comme il est facile de le voir, 
snz—=— sn(-—-2z). 
g° snK’ /—1 étant infini, posons, dans I’équation 
dy 
== (1 — y?) (1 — Ay’), 
y= —) 2=K' J—1 + ¢: nous aurons 


kz 


d’ot nous concluons, z s’annulant avec f, 
u == sne=-tsn(— K’/—1 + 2x) == -tsn(K’—1 + x), 


et, par suite, 








+ fp _ + . 
sn (K'¥—1+ 2) = 7—; 
or pour x = K on trouve 7 : done 
a __t. 
sn (K's I+2)=7— 


8° Enfin l’on a 
sn(K)=1, sn(K + K’¥—1) =9. 


SUR LES FONCTIONS DOUBLEMENT PERIODIQUES. 


La discussion faite au paragraphe précédent nous a 
révélé existence de fonctions monodromes et mono- 
genes possédant deux périodes. Ces fonctions (et les 
fonctions elliptiques sont les plus simples d’entre elles) 
Jouissent de propriétés communes qui peuvent en sim- 
plifier étude; nous commencerons par faire connaitre 
ces propriétés. 

Sans doute une bonne partie de la théorie des fonc- 
tions elliptiques pourrait étre faite, ct méme a été édi- 
fiée avant la découverte, toute récente, de ces pro- 
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priétés; mais leur connaissance explique bien des 
méthodes d’investigation qui pourraient, sans cela, 
étre regardées comme des artifices de calcul heureux, 
mais peu propres 4 éclairer sur la méthode d’invention. 


Tutonzme I, — Jl n’existe pas de fonction mono- 
drome et monogéne possédant deux périodes réelles et 
distinctes. 


En effet, si la fonction f(x) possédait les deux pé- 
riodes ® et G, On aurait 


f(x+mo+naa)=f(z), 


m et n désignant deux entiers quelconques. Or, si # et a 
sont commensurables, soit « leur plus grande commune 
mesure et 
woke, ola. . 
Si l'on pose 
mk + nl=1, 

cetle équation aura toujours une solution, car k et 1 
peuvent étre censés premiers entre eux. On aura donc 


mka+trnla=a ou nmo+no=a, 


par suite 


f(x+ a) =f(2); 


a serait donc une période et w et o seraient ses mul- 
tiples. Si w et o sont incommensurables, on pourra tou- 
jours satisfaire a la formule 


mot+no—e, 
ou ¢ est trés-petit. Il suffit, en effet, pour cela, de ré- 


e @ e e e e 
duire — en fraction continue : soit une réduite quel- 
G) 


, 
; : o 7 
conque, la réduite suivante; — sera compris entre ces 
q . : 





i (oan Sind 
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deux réduites dont la différence aq tend vers zéro. On 


pourra donc poser, en supposant 0 <O<1, 


os p 6 
e 9 494 
et 
| P 0 ] [=e =| 
Mo-+- roo] m+n- +r — | =o] —— +! 
q 79 q 77 


Or on peut, en supposant & irréductible (ce quia heu 


pour les réduites.d'une fraction continue), prendre 
mg + np = 1; maism etn sont le numérateur et le dé- 


nominateur de la réduite qui précéde a done 7 <i 


et mw -+no se réduit & une quantité moindre que 7” 
cest-a-dire aussi petite que l’on veut e. On aurait donc 
f(zt+e)=f(x) ou f(z+6)- f(z) =09, 
¢ étant aussi petit que l’on vent. La fonction 

f(z+8)—F(2)=0 


admettrait donc une infinité de racines €, 2€, 3e,... 
dans un espace fini du plan; l’intégrale 


a 


—_—_______.d 
eS F(e+2)—S(z)— 


serait donc infinie, ce qui est absurde. I] est évident que 
deux périodes dont le rapport est réel ne peuvent pas 
coexister now plus. En effet, soit r le rapport des pé- 
riodes ; on pourra poser 


“ » =75, 
et l’on aura 


S(z+to)=f(x), f(r+re)= f(z) 
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ree)ar(e)s rlE~)=*() 


en désignant par F (=) la fonction f(x); x étant quel- 


ou 


conque, on aurait 
F(z+1)+F(x#), F(2#+7r)=F(z2), 
et la fonction F aurait les périodes réelles 1 et r. 


Tatoreme Il — Une fonction monodrome, mono- 
gene et continue ne saurait avoir plus de deux pé- 
riodes. 


En effet, soient a+ 6 /—1, a’ Y J—1, a’ + b"J—1 
trois périodes de la fonction f(z), s'il est possible. Je 
dis que Yon pourra toujours trouver trois entiers m, 
m', ne", tels que l'on ait 


a™ = ma + m'a' + ma’ <e, 
6” = mb + m' b' +- mb" <s, ° 


¢ élant un nombre si petit que l’on voudra. En effet, 
considérons la quantité 


ab" — ba" = m(ab" — ba") + m'(a’b" — ba"); 


on pourra toujours, comme on !’a vu dans la démon- 
stration du théoréme précédent, choisir m et m’ de telle 
sorte que a” 6" — 6a" soit moindre qu'une quantité 
donnée, et méme de telle sorte que l'on ait 


a” ab” — ba” ,a' b” — b’a" 


Po —ar— pe 








a” —6”— ou m 


cest-a-dire, en valeur absolue, 


a’ 


(1) a <r BY) 
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mais met m/ ayant été ainsi déterminés, on pourra tou- 
jours choisir m” de telle sorte que l’on ait en valeur 
absolue 


aad mb , ; 
ma ou 3" + m' i +m? <-s 
el, par conséquent, 
b” a” I 
(2) +r <= 5a 


On pourra donc, en vertu de (1), prendre 
wast ie, 


(a") désignant la valeur absolue de a’, ou, en définitive, 
prendre a” S$ ie), Or, de (2), on tire 5” < tC, ainsi 


on pourra prendre a” et 6” moindres en valeur absolue 
que les demi-valeurs absolues de a” et 6”. Cela étant, 
considérons les quantités 

any — pial +n” a" +n" 2" 

bv n' b' +. a! bY nb: 


on pourra choisir les entiers x‘, 1”, n 


de tele sorte 
que I’on ait en valeur absolue a'’ <* —, 6" << —. On 
pourra fcterminer d’une fagon analogue des nombres 
act, vx et ainsi de suite; mais @”,a'", a’,... 


sont des fonctions linéaires a coefficients entiers de a, 
a’, a”; de méme 5”, 5", bY,... sont des fonctions 
linéaires 4 coefficients entiers de 5, 5’, &”; ces fonctions 
linégaires vont en décroissant, au moins aussi rapide- 
ment que les termes de la progression géométrique de 


ee | , . 
raison =; donc elles peuvent étre prises moindres que 


toute quantité donnée. c. Q. F. De 


Mee mee ee 


7 Pa een 
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Si donc la fonction f(z) admettait les trois périodes 
a+b J/—1, a+ /—1, a+b" J—1, elle admet- 
trait une période a“) +- 6 /—1 de module aussi petit 
gue l'on voudrait; f(x -+¢)—/f(x) =o aurait donc 
une infinité de racines dans un espace limité, ce qui est 
absurde. I] n'y aurait d’exception a cette conclusion 
que si l’un des nombres a; et son correspondant 5; s’an- 
nulaient rigoureusement. Mais alors, en appelant o, »’,. 
w", pour abréger, les trois périodes et en désignant par 
m, m', m" trois enliers, on aurait 


(1) mo + im'o’ + me” =o. 


Soient n’, le plus grand commun diviseur de m et m', et y, 
p’ les quotients de m et m/ par m’, ; si l’on pose 


’ 
po + po! = 01, 
no + n'o' = ow, 


on pourra toujours choisir 7 et n’ de telle sorte que le 
déterminant pn’— np’ soit égal a1 pour des valeurs 
entiéres de 7 et 7’; alors w et w’ s'exprimeront en fonc- 
tions lindairesdew, et «,, a coefficients entiers. On aura 
ensuite, au lieu de (1), 


mm, @, —L mo” — Oo. 


Divisant Jes deux membres de cette formule par le plus 
grand commun diviseur de m’,, et de m", clle prend la 
forme 
oe 0°, + po” == 0 
et si l’on prend 7’, 2” — ny’, = 1, ce qui est possible, et 
si l'on pose 
n w, + no” = ws 
w, et w” seront des multiples de w. En résumé, w et 
sont fonctions Jinéaires et a coefficients entiers de w, et 
de ,, cest-a-dire dew, et de w,. Il en est de méme 
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de w”; nos trois périodes se réduisent donc a deux de la 
forme pw, + q7,, p et g désignant des entiers. 


THEOREME DE M. HERMITE. 


Tatonkme. — Lintégrale d’une fonction double- 
ment périodique prise le long d'un parallélogramme 
de périodes est nulle. 

Ce théoréme, ou plutét cette remarque fondamen- 
tale, est due a M. Hermite: elle est presque évidente. En 
effet, le long de deux cétés opposés, la fonction prend 
les mémes valeurs, mais la dilférentielle de Ja variable 
y prend des valeurs égales et de signes contraires; la 
some des intégrales prises le long des cétés opposes est 
donc nulle, et il en est de méme de Vintégrale totale. 


Premizne constguence. — Une fonction doublement 
périodique s'annule au moins une fois et devient infinie 
au moins une fois dans chaque parallélogramme des pé- 
riodes, car sans quoi elle ne deviendrait jamais ni nulle 
ni infinie; mais le théoreme de M. Hermite nous ap- 
prend que dans chaque parallélogramme il y a au moins 
deux infinis et deux zéros. . | 

En effet, si dans un parallélogramme il n’y avait 
qu'un infini, Vintégrale prise le long du parallé- 
logramme serait égale au résidu relatif a cet infini malti- 
plié par at J—t. Or ce résidu ne saurait étre nul; 
donc il ne saurait y avoir un seul infini dans le‘parallé- 
logramme : il ne saurait non plus y avoir un seul zéro, 
carla fonction inverse n’aurait qu’un seul infini. 


Deuxizme constqguence. — Dans chaque parallé- 
logramme, il y a autant de zéros que d’infinis. 
En effet, soit f(z) une fonction a deux périodes, 
q I'(2) ® hd , 
——-— ~;— aura les mémes périodes; en J’intégrant 
anV¥—1 f(s) 
Stcam. — n., I. 34 
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le long d’un parallélogramme, on doit trouver zéro, ou 
la différence entre le nombre des zéros et des infinis de 
f (2): cette différence est donc nulle. 


TrosizMe constquence. — En intégrant 


ref’ tz) 
any —1 f(s) 


le long du parallélogramme des périodes, et en appe- 
Jant w et o les périodes, on trouve la différence entre 
la somme des zéros et celle des infinis contenus dans ce 
parallélogramme; elle est 


sail S78 S79 +} 


La premiére intégrale est prise le long dela période a, 
et la seconde le long de la période w; en effectuant, ona 


1 wloet tt) } on 22 +) 
—sl- 8 Fis) f(s) = I08 J (8) ] 


ou,en appelant m et n des entiers, 





Sey le logs — wlogt] = Mma + no; 
any/—l 


cette quantilé est une période. 


Quatnizme constquence. — Une fonction double 
ment périodique, qui admet n infinis, ou, ce quirevient 
au méme, n zéros dans un parallélogramme de peé- 
riodes, passe aussi n fois par la méme valeur a a Vin- 
térieur de ce parallelogramme. 

En effet, soit f(x) une telle fonction, f (x) — a aura 
aussi n infinis ct, par suite, m zéros; done f (x) passe 


n fois par la valeur a. 
Une fonction doublement périodique qui posséde 
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ninfinis dans un parallélogramme élémentaire est dite 
d’ordre n. 

La somme des valeurs de la variable x, pour les- 
quelles f(z) prend la méme valeur, est constante a des 
multiples des périodes prés; en effet, d’aprés ce que l’on 
a vu (troisiéme conséquence), f(z} — @ est nul pour 
n valeurs de z qui, a un multiple des périodes prés, ont 
une somme égale a celle des infinis de f (x). 

Il n’y a pas de fonctions du premier ordre, puisque 
toute fonction 4 deux périodes a au moins deux infinis 
dans chaque parallélogramme élémentaire, et les fonc- 
tions doublement périodiques Jes plus simples sont au 
moins du second ordre. . 

Nous allons maintenant essayer d’établir directement 
existence des fonctions monodromes, monogéues, con- 
tinues et doublement périodiques. 


REMARQUES RELATIVES AUX PRODUITS INFINIS. 


Nous allons bientét avoir 4 considérer des produits 
de la forme 


m= + @ Aax=+e@ 


(e)= TT Tl (+scaccw) 


et il est bon de montrer dés 4 présent que la valeur du 
produit en question dépend de Ja maniére dont on Pef- 
fectue, c’est-a-dire, en définitive, de l’ordre des facteurs. 

Considérons, en effet, m et n comme les coordonnées 
d’un point, et faisons le produit de tous les facteurs cor- 
respondant 4 des valeurs de m et n intéricures 4 une 
courbe C, et de tous les factcurs correspondant a des va- 
leurs de m et n intérieures & une courbe C,. Soient P, 





- tot ee ge 
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cet P, les produits, on aura 
P, zx 

— = 1 ——_—____—_. 

P, I ( seem) 

m et n désignant les valeurs entiéres comprises entre les 

deux contours C, et C,. On en tire 


log P, — log P, 


a v4 
—= Llog (1+ ——————“=>- 
a+ Mo-+ no 
ae | x 1 2 
=r) nnn nae he pee 
a+ Mo -+- Now 2 a+ mo+ no 


On voit que logP,— logP, peut @tre infini; mais 
il peut aussi étre fini : c’est ce qui arrivera quand 


—_______. sera fini. C’est ce qui arrivera encore 
a+ mot ao! 


I 
lorsque > —____—__——,, étant nul, parce que les deux 
sque, atme+ne »P q 


a 
(a+ mo +270; 
ne sera pas nul: ce cas remarquable a été examiné par 
M. Cayley. En désignant par A la valeur de cette 
somme, on aura, en négligeant des termes infiniment 
petits, | 


contours ont pour centre l’origine > 


Ax 
log P, — logP,; = — “= ? 
el, par suite, 

P, —_ ? 


P,° 


L’ordre dans lequel on effectue le produit, méme en pre- 
nant autant de termes pusitifs que de termes négatifs 
dans chaque produit partiel, peut influer sur le résul:at 


Axt 


. ; . ~"s 
en introduisant une exponentielle de la forme ¢ ; 





a nee 
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c’est ce qui nous permettra d’expliquer un paradoxe que 
nous rencontrerons plus loin. 


SUR LES FONCTIONS AUXILIAIRES DE JACOBI. 
, g . 
Essayons maintenant de former directement une fonc- 
tion monodrome et monogéne admettant les périodes 


4K et aK’ /— 1 de sn x. Si l’on observe que !’on a 


sinz = 2 (5) (1-4)... 


e e PY og 
‘sinz — hm I I (1-4) pourr =f, 
RR 


ou 


. . — 
cn supposant 1 ——— remplacé par 2, on sera tenté de 


poser 
1 Gerreeror ess, 
2Km + 2K'ayv— 
$02 = —__+___________"__—-._,, 
. wo 
Il ‘_—_— OO 
Kanuennk VE | 
2 
en remplacant 1— ————————_—— par &, ou tout au 


2Ko + 2K’o f/—1! 


moins y aura-t-il lieu de se demander si le second mcm- 
bre de cette formule ne serait pas doublement périodique. 
On voit d’ailleurs que ce second membre a été formé de 
ynaniére a~s’annuler et a devenir infini en méme temps 
que sn x. Malheureusement, d'apreés ce que l’on a vu au 
paragraphe précédent, les deux termes du quotient que 
nous considérons sont divergents, el ce quotient n'est pas 
bien déterminé: auoi qu'il en soit, en groupant conve~- 





ae oe Be ee ee. 


7 
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nablement les termes, on peut obtenir une fonction bien 
définie qu’il convient d’étudier. 
Considérons, en particulier, le produit 


ee 
( KonaKov=x) 


doit étre remplacé par =. | . 
En faisant d’abord varier m seul, il devient 


(eee I1—2z 
oKm + 2K'n¥—1 


_ 2K'nJ—i—e __ 2Klny—i- = 
_ aK'ny—t I] 2K am 


7 P , I. 
Nu, en observant que z{J (: _ =) est égal a x sin NL, . 


aK'nJ—1—2z 





sin OK 
. 2K'ny—1 
aK 


Quand n = 0, il faut remplacer ce produit par sin = ct 


le produit cherché peut s’écrire 


sexWal rxV=1\ ° 
que. 2K —qre 2K 


—t— 
en posant, pour abréger,g =e “.Onpeutencoreccrire 











ce produit ainsi ; 





ou, en groupant les termes correspondant a des valeurs 
de n égales, mais de signes contraires, 


1— ag cos == + q" 
( *& O—er 


En traitant le second produit ou le denominateur de sn z 
comme on a traité le premier, on le trouve successive- 
ment égal a 

nine +1)K’y¥— [~z 

Iw 
. (2a+1\)K’¥—1 
sin G2 TUK VI, 
2k 
ou 
Tr 
I1— aq™t'! cos kK + grime!) 
(1 __ git! } ° 

Les deux résultats auxquels nous venons de parvenir sont 
d’ailleurs convergents si, ce que Ion peut toujours sup- 
poser, le module de q est moindre que I'unité, c’est-a- 


. . . 4 K’ oe 
dire si la partie réelle de 7c Ost positive. 


La méthode méme que nous avons suivie pour former 
le numérateur et le dénominateur de snx montre que 
ces termes ont des valeurs qui dépendent de |’ordre de 
leurs facteurs; et, en effet, si nous considérons, par 
exemple, le dénominateur qui, 4 un facteur constant prés, 


est 
Tz 
== —_— in —— a ) 
e(z)= I I [: 2g™**' cos KT Goat | 





( 536 ) 
il a manifestement la période 4K’ que possédait snz, 
mais il n’a pas la période 2/K’ qu'il aurait eue en lais- 
sant d’abord m constant pour faire varier 7; et 1 n’a cer- 
tainement pas la période 2iK’, sans quoi il serait double- 
ment périodique sans devenir infini. Quoi qu’il en soit, 
il est.intéressant de rechercher ce que devient la fonc- 


tion © (2) quand on change z en & + aK'\/—1; ona 
e (a+ 2K’ y¥ —1) 
= II [ _ 2gqi2nrl cost we ~? zero v—1 I + grees | 


_ ge tii=t me. zaiv yy 
_ [| I— qint é K ) (, —_ qia+i é ) 

_try-1 ts fol ) 
=|] 1—g*"-1e kK (_ ganste K ) 


ou, si l’on veut, 


( _ arya =F) 
e(r+2K'/—1) = I— gle “ ) ocey:(r—ge 7 


c’est-a-dire 





VAN  wy=1) 

(A) 9p(w@+aK'¥=1)=—gire  * 
Je numérateur de la valeur de sn x, que nous représente- 
rons par 4(x), satisfait, comme on peut le vérifier, a la 
méme équation ; dés lors il est facile de voir que la fonc- 


O(z) 
g(z) 


période 4K commune 4 4 et-& 9, mais aussi la période 


2K’\/— 1. En effet, de la formule (A) et de 





tion définie par le rapport admet non-seulement la 





~2YN ey yah) 
O(a + ak’ /—1) =—O0(2) c ; 








on déduit 


e a e 6 \ 

Il resterait 4 prouver en toute rigueur que sn x = “= f 
9 9 

c'est ce qui serait évident, si l'on pouvait admettre que 


O(z 


= représente une fonction continue, monodrome et 


6 (2) 


monogene. En effet, snz et iz] ayant les mémes zéros 





et les mémes infinis seraient égaux a un facteur constant 
pres, qu'il serait facile aprés cela de calculer. Nous ne 
tarderons pas a Prouver que l’on a bien a un facteur con- 


ce fait comme trés-probable. 
Les fonctions telles que 6 et © sont ce que nous appel-_ 
lerons des fonctions elliptiques auxiliaires. 


stant prés sn x = ——; jusqu ‘alors nous considérerons 


CONSIDERATIONS NOUVELLES SUR LES FONCTIONS 
° AUXILIAINES DE JACOBI. 


Nous voila conduits a étudier les fonctions auxiliaires 
évidemment plus simples que les fonctions doublement 
périodiques qu’elles engendrent; mais, sous forme de 
produit, elles paraissent peu maniables, et nous allons 
essayer de les développer en série. 

En définitive, il est 4 peu prés établi que snz (et l'on 
verrait de méme que cnx, dnx) peut étre considéré 
comme quotient de deux fonctions admettant l'une ses 
zéros, l’autre ses infinis. Ces fonctions n'ont qu'une pé- 
riode, mais clles se reproduisent, a un facteur commun 
prés, quand on augmente leur variable d’une quantité 


sey er ee re +e 
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conyenablement choisie et qui sera une seconde période 
de leur quotient. 
Désignons alors par 6(x) une fonction possédant la 
période w, et développable par la formule de Fourier 


suivant les puissances de e” , partageons le plan en 
parallélogrammes de cdtés & et G, et proposons-nous de 
faire en sorte que dans chaque parallélogramme la fonc- 
tion 6 posséde p. zéros. 
Le nombre p de ces zéros devra étre égal a Pinté- 
a’ (=) 
= 1 9(2) 
parallélogramme, et cela quel que soit le point que }’on 
prendra pour sommet, si l'on veut que les zéros soient 
réguliérement distribués dans le plan. Or la valeur que 
prend notre intégrale le long des cétés paralleéles a w est 
nulle, puisque la fonction, admettant la période », prend 
des valeurs égales sur ces cétés, tandis que dx y prend 
des valeurs égales et de signes contraires. On devra donc 
avoir, en intégrant seulement le long des deux autres 
cétés, 


(1) p= maf hs az) hn dz, 


etcela quel que soit x; cette équation détermine 6. On 
peut poser | 

V(r) OW(r+a) 
©) Gz) 7 e+e) 
et déterminer les coefficients indéterminés a, 6, 7,..-. 
par l’équation (1); cette équation n’en détermine qu'un 
seul, et nous supposerons alors, pour simplifier, B = 0, 
y= 0,.... La formule (1) donne alors 


+o 
p= ! ads — ice ’ 
any—i Ja any—t 





grale de ——— » prise le long du périmétre d’un 





=a-—-+ Be + yx? +t i.e, 
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d’ot 
_— 2mpy— 1 
6) 


et, en remplacant a, 6, y,... par leurs valeurs dans 
léquation (2), ona 


6 (z) 0' (2+ a) _ 2mpy— 
0(2) Q(z2+ a) rs) 


ou, en intégrant, 
(2x) — 2H Fe) 
Venn , 


c désignant une constante. On en déduit 


2h sey 
O2+a)=O(zle © 
Ainsi il suffira d’assujettir la fonction 8 (x) aux condi- 
tions 
Q(x +») —0(2), 
(3) _2°VA1 eee) 
Qezta)=O(r)e ”° , 


pour obtenir une fonction telle que nous la désirons. La 
premiére formule est satisfaite en posant 





nate V—1 
O(«)=— > A,e ~° 
ou _— 
(4) | 6(x) — xe a | e( 4 


Nous allons déterminer o(n) de maniére a satistaire a 
la seconde condition (3); on a 


2xV—1 
O(2+a)=—2e ° 
enV—1 


__ See nes tela te) + p(n)—9(n-+ py) pe + Re] 





(nz + new +9(n)} 
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Si l’on pose alors 
(5) ¢(2)—¢la+p)+no=—ep, 
On aura 
axnV—1 anV-1 








{(at+p)r+e(n+p)) — gis+eo 
e i) ’ 


O(2-+a)=—Le * 


ou 


axV—i 
O(24+a)=o(xje = St", 





et les formules (3) auront lieu. Léquation aux diffé- 
rences (5) ne détermine pas complétement 9(x) : elle 
laisse arbitraires 9(1), 9(2), --+, p(s). Em appelant ¢(m) 


une de ces quantités, on a 


(m) + cp+mo, 
(m + p) + ep + (m + p)\a, 


g(m+ p) = 
o'm +2p)—= 


? 
? 

g(m + ip) = o(m +i —1p) + ep + (m+ i—tz)o, 
d’ot |’on tire 


e(m + ip) = ¢(m) + ipe + o—(2m + ip—p)s 


et 6(.c) prend Ja forme suivante, en remplagant 9(7) 
dans (4) par sa valeur 


O (xr) = 20°) 8, (a) + e20(O,( x) +... + eth 6,_, (2), 


ou l’on a posé 
(6) On (2) = > 4 


aeVo3 [t+ tunic é w (im + inn] 
6 


Donc : 
1° Les fonctions monodromes et monogeénes satis- 











"(341 ) 


faisant aux formules 


O(c +0) = O(x), 
(3) a 
He+a)—O6(r)e ° were) 
sont fonctions linéaires et homogénes de uw d’entre 
elles ; 
2° Ces fonctions existent réellement, car la série (6) 


e . e e e e GS e 
es! convergente sila partie umagmatre de — est post- 
Go 


tive, ce que l”on peut toujours supposer. En effet, alors 
la racine t*™* du i*™* terme de la série (6) tend vers 
zero; 

3° Ces fonctions ont p zéros dans le parallélogramme 
des périodes w, G. 

Enfin le quotient de deux quelconques de ces fonc- 
tions a évidemment les périodes w et a, ce qui prouve, 
a priori, l’existence des fonctions a deux périodes arbi- 
traires et 4p zéros ou du p'*™* ordre. 


DES FONCTIONS DU PREMIER ORDRE. 


Nous dirons qu'une fonction elliptique auxiliaire est 
d’ordre » quand elle aura p zéros dans son parallélo- 
gramme des périodes. Les fonctions du premier ordre 
satisfont aux équations 


O(a +0) €@(z), 
2rV¥—1 
\ A (rte) 

(2+ 0) =0(x)e , 
et, 6 désignant l'une d’elles, les autres seront égales a 6, 
a un facteur constant pres. On pourra alors poser 

mm? 

So (ms +met+pe) 
e 


§-= 


+o en /_1 
Cu 


a] 
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Nous retrouverons cette fonction plus loin. Observons 
toutefois qu'elle n’engendrera pas de functions aux pé-. 
riodes simultanées © et a; mais il faut remarquer que, 
si la fonction en question est du premier ordre par rap- 
port aux périodes w et a, elle sera du second ordre si 
l'on prend pour périodes w et 20 ou 2 et G : c'est pour 
cela que, devant Ja rencontrer de nouveau dans tous les 
ordres, nous ne nous en occuperons pas ici. 


DES FONCTIONS DU SECOND ORDRE. 
Les fonctions du second ordre satisfont aux équations 
O(2 + 0) = O(2), 


(") o(24+0)—0lz)o et, 





Elles sont au nombre de deux distinctes 6, et 6,, la sola- 
tion Ja plus générale étant Ay )-+ A,6,, A, et A, dési- 
gnant deux constantes arbitraires. On a d‘ailleurs 


i=+e Va 
(2) 6,(z) — > os ists sales Be iel 


is—e 


St eyo 
AST (81 +A)2-+2ic+ite] 


(3) ° Q(z) = > e . 


ix=—o 


Les fonctions qui servent de numérateur et de dénomi- 
nateur a snzx sont du second ordre par rapport aux pé- 


riodes 2K’\/—1 et 4K. En effet, ces fonctions satisfont 
aux relations 
(2 -+ 4K) == 9(2), 


= nV—1 xr+k'V—1 
p(x + 2K'Yoi1)=—e(zje © ad 0 


(4) 
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Or Ja seconde de ces relations be s’écrire | 
o(# + 2K V1) = 9(2} Ie te eV) 
ves formules coincideront fos avec (1), en posant 
w=4K, o=2K'¥—1, c=K+K'V—1; 


le numeérateur et Je dénominateur de snx seront donc 
de la forme Ao6.(x)+ A, 9, (x), et l’on aura 





0, (x) _ Dek peste +s 08 VI) 


(5) 


——— [(2 +4 2iK+-2i1K' V5 (5 
| 0,(x)—Se aK ja + 2iK+2ik'y. (ira) 


Groupons les termes correspondant a des valeurs de 


é égales et de signes contraires, et posons toujours 
K’ 
ge a » nous aurons 
ry RX 8 2X 
(2) =1— aq! cos K 1297 cos zk tee 


+ (— r}f2gcos = +..., 


— /— ‘sin f(é+1) gj Srx 
Qi(z)=y i (29 sin x 249 sin Se ees 


. ~ (2i+ . 
+ 2 gil") sin 2 Ft) 22 +. ). 


Jacobi désigne la fonction 6, par ©(2); quant a la 
a @,, ce qui lui 





fonction 9,, nous la remplacerons par 


donne plus de symétrie, et nous la représenterons en- 
core,.avec Jacobi, par H(x); nous aurons alors 


@(z)=1— ce a aq'cos—s— +. 2+ (— 1)'2q" cos soe 


4 
+. rx 3nx Givm . (2iti)re 
W(x) =g*sin == — g! sina +: eq * sin (eit ns wee 








Se 
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Du reste, les fonctions les plus générases satisfaisant 
aux formules (4) sont de la forme AO(x) + BH(z). 

Aux fonctions © et H on adjoint aujourd'hui les 
fonctions O(x-+ K), que lon désigne par ©,(x), et 
H(x+K), que l’on désigne par H,(x). Si, dans Jes 
formules (5), on remplace x par x-+-K, on trouve 
alors 


Re wz 
@,/z)=1 + 2q cos + a +..e, 


Srv 
~ 424! ‘cos —; +. 


H, (x)= 29° cos —- aK 


aK 


Il existe entre Jes fonctions H et © une relation re- 
marquable : quand onchange x en x +.K’/ —1, 0 de- 





_ <= (22+K'V—1) , , 
, ce que l'on vé- 


vient égal a J —1H(zx)e 
rifie sans peine en remplagant x par x + K’/— 1 dans 
©(x) ou, ce qui revient au méme, dans son égal 4 (2) 
exprimé par la formule (5). 


Voici le détail du calcul ; 


rV—1 


@ (x) — Jer Moire 2iK+20k'V¥— =) 





“Laie eames v—1] 


cV--1 
o(2@+K'¥—1)= 20 2K 


<v— __. kK’ 
— Heses Pars 











=e 
SC Ye qilisienes sks sitieteV=H 
nV=1 — 
—VY—1e ra" (ae) a 


On vérifiera facilement, d’une maniére analogue, les 
formules non démontrées, que nous résumons dans le 
tableau suivant : 
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TABLEAU N° 4. 


@ (2) =1— 29 c08 w= + 2g'cos 2 — 2g*cos +o 
K K K 
@(7)=1 + 29 cos = + 2 g'cos a + ag*eos ee + 08; 
(1] K K K 
H (2) = aq'sin = ag * sin + ag * sin one eey 
2K 2K aK 











H,(z)= 2g* cos” + 29 *cus ee + 2g * cos—— 
2K 2K 2K 
2K 
gue *., 
[2] @ (7+K)=0,(r), H (x+K)=H8, (2), 
@(7+K)=—e(x); H(2r+K)=—H(z). 
@(z+2K)—e(7), H(x+2K)=—H (2), 
Her ukicau, H,(z + 2K)=—IH,(2), 
(4] 4K est une période de ©, ©,, H, H,. 
f aVm1 — 
e (24+ aK’/—1)=— @(r)e v Cara) 
} @, (ae +- 2K’ V—1) —e(z)oo “(ree =A) 
[5] | __ VN eyo) 
H (z+ 2K’f—1)=—H (z)e * * ’ 








H,(@ + 2K! /—1) =H, (ee RVD 

e (2+K’ (a) HV raw jo D 

0,24 KY Ta)==B (2 OEY, 

H (2 +K’ —1)= j—1 e(z) faa nea voi) 

H,( + K'¥—1)=@6, ie)e ae eva) 
(e(—2)=e(z), H(—r)=—H(z), 


\ 





: 
: 


\ 
i] (e(—2) = 0/2), H,( — 2) =H {2}. 
35 


Stcaw. — An., ll. 
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RESOLUTION DES EQUATIONS 0, 9,, I, i, =o. 
On a évidemment 
H(z) =0, 
et, en vertu des formules [3] du tableau n° 1, comme 


H(z +2K)=—H(z), 
on a aussi 
H(2K) =o. 


H (x) n’ayant que deux zéros dans le parallélogramme 
des périodes 4K et 2 K’ / — 1, les zéros seront de la forme 
suivante : ° 


4jK 4-2/7 K'f~—1 et (4/+2)K+2/K'¥—1, 
ou, si on veut, 
(H) 2K + 2/'K'y¥ —1, 


j et j’ désignant deux entiers. Mais, d’apiés [2], H, (x) 
est égal a H (x-+K); donc H,(x+K) est nul quand 
x est de la forme précédente; donc cufin les zéros de H, - 
sont de la forme 


(Hl, ) (ayj-+1)K+2/K'/—1; 


enfin, en vertu de [6], les zéros de © sont ceux de H 


augmentés de K’ y— 1; ils sont compris dans la formule 
(@) 2jK + (2/'+1)K'¥—1; 


ceux de ©, sont compris, en vertu des mémes for- 
mules [6], dans celle-ci : 


(@,) (27+ i)K + (2/7 +1) K’f—t. 





( 947.) 
TABLEAU N° Q, 
Zéros de O(z)... 2jK + (aj +1)K’y—1, 
.de H(z)... 27K +27'K’Y—1, 
de ©,(z)... (2/+1)K + (2/+1)K’¥—1, 
de H(z)... (27 +1)K + 2/’K’¥—1. 


[8] 


NOUVELLES DEFINITIONS DES Foncrions 9, H, ©,, II,. 
Les fonctions 0,, H,, ©, H satisfont aux formules 
@,(z-+ 2K)—@,(z), 
| PVF yo) 
@,(2 + aK’ /—1) =e, (zr)e K ° 


© (z+ 2K})=e(2z), 
7 


(1) 





~N eyTd) 


@ (x + 2K’ y—!)=— 0(z e 


H, (2 + 2K) =—H, (x), 





_*v—' Wri 
U,(z + 2K’ /—1) =H, (x)e K (eeK'y 1) 


( H (z+ 2K)=— W(x), 
“VY— 


4) a (w+ 2K'¥—1)=—A(xje wT TEYTD) 


Si l'on ajoute que ces quatre fonctions sont synec- 
tiques et, par suite, développables en s¢ries d’exponen- 
tielles, elles seront déterminées 4 un facteur constant 
pres par ces quatre formules. Ce fait est déja établi a 
l'égard de la fonction ©,; nous allons le prouver pour 
les autres fonctions. 

Lorsque I’on a 


O(e +o) = O(z), 
(5) VET eee: 


O(z-+0)=— O(x)e 


et que la fonction 6(x) est synectique, ces equations 


( 348 ) 
imposent A la fonction 6 la forme 
A,O,(r) + AiO(2) +... + Ap-9-1(2), 


ot Ao, Aj, ..-, A, sont des constantes et ou 9%, 6,. ... 
désignent des solutions de (5). Si donc on fait p= 2, 


w = 4K, a0 = 2K'J—1,¢= K’ /—1, on aura 
O(x-+4K)—0(z), 


6 __ ed at Oe eh or 
°) 6(2+aK'¥—1)=O(r)e & (remy 0 





et 6(x) sera de la forme A, 4, + A, 6,. Or les deux fonc- 


tions O, (x) et H,(x) salisfont a ces deux équations; 
leur solution générale sera donc 
A,@,(z) +A,H, (2). 

Si Pon ajoute que 6(zx) s’annule pour une valeur 
donnée K 4- K’—1, il faudra que A, = 0, et la fonc- 
tion @ sera définie 4 un facteur prés. 

Ainsi les fonctions ©,, H,, 8, H sont définies par 
leurs zéros et par les formules telles que (6), que I’on 
peut déduire de (1), (2), (3), (4); mais elles ne sont 
ddfinies qu’a un facteur constant prés (on recounait 
dans H ect © Jes valeurs qui figuraient en numeérateur 
et en dénominateur dans snx). 


SUR UNE FORMULE DE CAUCIIY. — NOUVELLES EXPRESSIONS 
pE ©, H, @,, H, en propuirs. 


Posons 


ay | PRS baat ert pa) tee dene 
< (1 + gt'z)( I+ get's), 


Nous aurons évidemment 


P+ geo 1 + gut2- 
I+ qs r+q™*t's 








F (q?z) = F(z) 9 


( 549 ) 
c’est-a-dire 
(2) F(q22)(ga + git) = F(2)(1-+ g?**42) 
Cette équation constitue une propriété de la fonction 


F(z) qui va nous servir a la développer. F (3) est de la 
forme 


(3) (F(z) = Ag+ Ay (2+ 2-1) 
+ Aq(327-+ 3-9)+ 2... +Anagy("t! + 3-"-!), 
Remplacons dans (2) F(z) par cette valeur, nous aurons 


[Ag+ Ai(qg?z + g-*s) +... An+s (q2at+? gut + qui a8) (q+ q%**) 
=[Ao+A,(s+2-!) +... + Anas (32t! + 3-8-1) ] (1 4+ g2"43 3), 


et, en égalant de part et d’autre les coefficients des 
mémes puissances de 3, 


Aog + Aygiatt _ Agq2#+3 + Aj, 
Ay g? + Agg2té _ A,gtnt3 + Aa, 


ou bien 
Ao(q — qin+s) —_ Ay(1 — qintt), 
Ai(q3 — git+s) = Ag(I— gqiats ), 
An(q?ntt _ git?) = Anti (— q*”). 
Or on connait A,,,; il est égal a 
qq q* wee qui —_ git3+...+(2nt0), 


et Pon tire des formules précédentes . 


Ao mz git3te-b(2A+1) (1 — g?"*4) (1—G?"*8), , (1 —g'*) 
o=-4q (q —?"+3) (q3— g2"43),, .(giatt— gints)’ 


Supposons g <1, alors pour n =o on aura 

eo 

~ = g?)(i— gt (i= 8) (1— 98)... 
Ay = q Ao, Ay = g® Aa, 


Ag 
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et, par suite, en égalant les valeurs (1) et (3) de F(z), 


(rt qz}(t+ge')(t+ g's) (1+ gz!) ... 
it g(2+2') + g(F? +8) +P (P+2 ry oe 


(1 — 9*)(1 — 9") (1 — 9") (1 — 9) 








Telle est la formule de Cauchy; quand on y fait 
er Vni 


z==e ©, et quand on observe qu’alors 
(1 + q™t'z) (1 +. grt'z-t) —1+ 2g™*!cos = +- g**, 


Pt. 2 wae 
z*-+ z-*# = 2cos ——» 
K 


elle donne 


(1+ 2qCc0s = +7)(r+ aq*cos + q°)... 


(+2 C08 — + 2 cos + 
q K q K oe 


RR l=" 
(1— g*)(1— 9‘) (1 — 4")... 


Si donc on désigne par c le produit 


| (t—*)(t —9*)(t— 9°). 
on aura 


@, (2) = c(t + 2¢q 08 > +q*)(1 + aq? cos == + g*)..060 


En changeant dans cette formule x en x--K, en 


x -+K’y—1 et enxa+K + K’/—1, on forme le ta- 
bleau suivant : 





( dot ) 
TABLEAU N° 3. 
c= (1-- 9?) (1 — o)(1— 9"). 0 
| 0, (2) =e(: + aqcos S++ ) (: + ayteos 52 + gt) 3 


° (zx) = e(1 — 2q 0s = +7) (: _ 2qrcos = + ‘'): eo: 


is 2 


Ll 
H, (x) = ¢2q‘cos aK 


ee 
(1 +-agteos +1) 
[9] 
wz 
. % (1+ agteos SE + gt) on 
TX 


i] 
u — +e —_— 2 biked ‘ 
(z) c2q cos (: 2.q7 COS K +7) 
x< (\— agteos Se + yt) 


v 


RELATIONS ALGEBRIQUES ENTRE ©, H, ©,, Hy. 


Considérons les fonctions ©’, H*, 07, H?; elles satis- 
font toutes les quatre aux relations (p. 513) 


O(2 + 2K) = @(x), 
xV—1 _ 
; _— — = (2+ 'Y=1) 
G2+2K ¥— 1) = @(x)e kr ; 





donc deux des quatre fonctions en question sont des 
fonctions linéaires et homogénes des deux autres. Po- 
sons alors 


@?(2)— AH?(r) + A, H?(2); 
on enconclura, pour x =oetxr=K, 
67,0) = A, Hi(o}" e?(K) = AH?(K’}. 


D’ailleurs 
Hi(o) = H?(K); 
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on en déduit A et A,, et la formule précédente donne 
eK) aaa gy 20) 





e? (2) — H?(z) H?(K) + : (2) Hi(o)° 
ce que l'on peut aussi écrire 
(0) OMe) = Hea) SEY (2) 
On trouve de méme 
x , ) MK + K’¥—1) +7. 87(0). 
ote) = we) H(K + K'/—1) HO) 


mais (formules [6]) 


o(K + K'¥—1) _ W(R) _ Hi(o), 
H(K+K’y¥—1) — (K) ~ @,(0)’ 





done 








(3) o"(2) = We) 2) +03 (2) SE), 


i (0) | 8; (0) 


RELATIONS DIFFERENTIELLES ENTRE LES FONCTIONS 


AUXILIAIRES. 
Posons 
_ H(z), 
@(z)’ 
on aura 
(1) dy __ Hi'(z)e(z) — e'(z) H(z) 
dx (x) 


Or, en différentiant Jes formules [5], on a 





— _ rv-1 xr+K' /— 
H(z + 2K’/—1) =— H'(z)e K (x +’ y=) 
ene 


+ H(z) x 


(2) ; = 
o'(z + 2K’¥—1) =— g'(z)e 





(x+K' v-i) 


= (x+K/ =i) rY¥—! 


+ O(x)e K 
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Or les deux fonctions H(x) et O( x) possédent la période 
4K; il en est donc de méme de H'(x) O(x) — O'(.x) H(z), 
et, quand on y change x en x + 2K’ /—1, en vertu de 
(2), cette fonction devicut 
984 (e404) 
[o(z) H'(2)—H(z)e"(z)\e 
en d'autres termes, elle s’est trouvée multipliée par 


—22V=4 (4-8 Y=) ~vo a(x +K'¥—-1) 
e =e 7° 





Or les fonctions O( x) H(x) et ©,(x)H,(x) sont dans 
ce cas; on doit donc poser 

(3) H'(z)@(z) — H(z) e"(x) = Ae(x) H(z) + Be,(z) H,(), 
ou, en divisant par @* et en tenant compte de (1), 


dy _ , Ble) | 2 Ole) Hl), 
de oz) + * e'z) O(a) 


Mais, si, dans (3), on change x en — x, ona 
H(z) @() — H(z) e'(z) = — Ae(x) H(x) + Be, (=) Hi (2), 


et, en comparant cetle formule avec (3), on a 


_ A090; 
donc 
dy eo, H, 
— — Be — 
dz e 6 


Si, dans (3), on fait z = 0, ona, 


H’(o) 0(0) = B®, (o) H, (0). 
Tirant B de la, la formule précédente donne 


dy __ A'(o) @(o) (2) H,(z) 
(4) dx @,(0) H, (0) ~ ex) 
Entre cette formule et les formules (1) et (a) du para- 
graphe précédent, éliminons ©,(z7) et H,(x); nous 





~-~ 
or 
OC 
<~ 
— 


aurons 


(ze) = oe Li) "IL oi)" 


Cette équation serait identique 4 celle qui nous a servi 
primitivement a définir le sinus de l' amplitude x. 51 
Ton supposait 











snz = OH), (0) Hla) _ 1 We, 
H,(0)” ~ (0) O(2) fe O(z) 
) @.(0) H’(o0 oO) 
(5) 4) t4,(0) (0) 
Eom 
ei(0) ” 


et l’on aurait 





On a donc bien 
I(x) ®,(0) | 
snz — @(z) H,(0)’ 


et il est nettement établi que la fonction snx est mono- 
drome, puisqu on peut la former de toutes piéces en la 
considérant comme le quotient de deux fonctions mono- 
dromes. 

Maintenant reprenons les formules (1) et (a) du pa- 
ragraphe précédent; on peut les écrire, en divisant par 


O* (x), 














__ A(x) @(0) H?(x) @7(o) 
= ex) H?(0)  @'(z) Hi(0)° 
H(z) 130), @%(2) e*(0). 














La premiére, en vertu de (5), sera satisfaite en posant 


H(z) @(0) —= cosamaz = ene, 
©() H(z) 
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ct la derniére donnera 
97 (x) @?(o) 


t= A* gsn?2+ 6%(z) (0)” 








ou bien 
@,(x) @(0) 


O(z) (0) = 1 — A*sn?x = dn?z, 








Elle donnera aussi, pour x = K, 


__ H'(K) Ai (o) 


@(K) @7(0) — 67(K) @7(0)’ 








— 





ou bien 





Le premicr terme du second membre est k*, le second 
est donc Ja quantité désignée plus haut par k’*; k’ est ce 
que nous avons appelé le module complémentaire. On 
a donc le tableau suivant : 


TapbLeau N° 4. 




















p—Hile) _ ero) ,_ ero.) & _ BY(0) 
@1(0) H’(o) @i(0) 4 ~~ @*(o) 
A?+ k=, 
I dx 
K — ————_ =e y 
o V(t — 2?) (1 — A223) 


[14] 


dr 


=) eine 


r—AM ewe IAM SH Aa tH) SHAY ‘Ht 


are 


‘ITA M+ ME SIHA a-- MW (“A MEA WMG SMT te 
“—A y+ ye ‘1—A WY ‘yc ‘o ‘1—A We ‘yf lessees gus } 
s1UYU] "90197 *sapoliedg *suo}oN0g 
‘rap —=(z-+1—A,yt)up ‘rus —=(2+1—A,yt)jua = ‘rus = (zr +1—A,ye)us 














rus: : Tus: 
I=\—= (e+ I1mAaaeP SS SAS (etc Maje = (etfs 
zup _ zup rup 
‘= (e+ x)ep ‘us’! = (= + y)uo We + Ws 
cup zop | zup 
‘— =(=—a)up ‘ot = (2,— a) 09 ‘>= (= — a)us 
“cup = (x + ye)up ‘yuo — = (42+ yt) uo ‘rus —= (zr + yt)as 


‘rup = (x — yr)up 
‘rup = (2 —jup 

‘oS (1—A M+ a) oP 
So = (1—A, M+ 17) Up 


‘a= 'i—| sup 


‘rua = (a — yr)oo 


‘rua = (2 —)uo 


Tay —= (i= fA M+ a)u9 


‘= (I+ Mea 


‘o=1—/,yuo 


‘cus = (x — yz)us 


‘rus —= (x —)us 


TH (IAM +H) 98 


‘oo = (1—A jy + yt)us 





‘co —=1—A us 


' St = youp ‘I— = ytuo ‘o= ytus 
‘Y= yup ‘o = yuo ‘1 = yus 
‘1 = o0p ‘1 = ou ‘o = ous 
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RELATIONS ENTRE 8NX, CNX ET dnx. . 


A la fonction snx, définie par l’équation 


(1) Y — iw) Fe), 


nous avons adjoint les fonctions 


cnz =e = y¥i—e, 


(2) 


dn2z = w = yi — ku. 
_ La farmule (1) pourra alors s’écrire 


du 


—_ —cns dnz = vv. 
dx 


Des formules (2) on déduiri 








dv a du , 
— i 8 OOT—eeez= ITT ee 
dx Vi— ui az _? 
dw Ku du 
ee 8S OC 8 llD>E > a Kea. 
ic vyi— A224 ax 
Ainsi on a 
dsnx 
= cnz dna, 
Ux 
dcnx 
(3) . z= 7 dnzsnz, 
ddnx 
—-— —— A*snercnez, 
da 
Maintenant, si l’on observe que 
_ ev? — K" 


———e I a ———w 
w= Vi— P= Ti, v 9 waVAl2+ hk}, 


A 
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Jes formules (3) pourront s’écrire 





o = Vay Fay 
=~ Ve a, 


oe = —k v( wi— k’?) )(a—e?). 


Rien n’est alus simple, en partant des formules (3), que 
de former les équations auxquelles satisferaient tangamz2, 
cotamx,.... On formera ainsi le tableau suivant : 


TABLEAU N° 58, 








dsnz 
—— =cnednz, 
da 
dcne 
[15] ar =— dnzsnz, 
ddn 
en Mesnzensr, 
dx 
Fonctions. Leur équation différenticlle. 
__ du aw 2,3 
u=snz, TeV (I a) (1 — ue), 
du | 
“—cNn2, aay 4 Fe); 
du OT 
u —dnz, STV (t a?) (wtb } 
du 
w=tangamz, —=y(ist 47)(1+ k2u?), 
dz 
[16] ; 
du TPT TW PT 
u—colame, Fe (EE (Ae), 


u == secama, 


u — cosécaws, 


v9 
dns 


ot : 
=#\/ — (us +a) 


du —— ¥(u?—1) (ut — A), 
ac 


ae I w?—1)(1— k2a?), 
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Ce dernier tableau est utile pour la réduction de l’in- 


tégrale 
du 
y( 4+ m)(a?+ 2) 


aux fonctions elliptiques. 


FORMULES D’ ADDITION. 
Considérons maintenant le produit 
H(2+a)H(2—a) =0(2); 
ona (tableau n° 1) 
O(z + 2K)= 0(2), 


—? eV=1 (e+ K'¥—a) 


O(c + 2K’ V—1)= O(z)e A . 





* Les fonctions H? et ©? satisfont a la méme équation ; 


done (p. 513) 
H(z -+a)H(2 — a) = AH?(2) + Boe*(z). 


Poundéterminer A et B, on fera x = 0; on aura alors 
— H?(a) — Be*(o). 
On fera ensuite x = K’\/— 1; on aura alors 


H(K’ ¥—1-+ a) H(K’¥—1 — a) = AH?(K’/—1) 





— ©(a)e(— a) =— A@*(o). 
On a donc | (9) 
__ Wi{a) _ & (a) 
B= e*(0)’ A= Si(0)' 
el, par suite, ° 
H(2 +4) N(«#—a)= ©?(@) H?(r) — H?(a) @*(2)_ 


o*(9) 


On obtient de la méme facon une foule d'autres for- 
mules, que nous résumouns dans le tableau ci aprés. 





[17] 


[18] 
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TABLEAU N° G. 


H(2— a) H(2 + a) = Soe), 
H(z — a) @(4 + a} 
__ Hi (a) @,(a) (2) @ (x _ H(a)e(a) 
i, (0) (6) H,(0}6, (0) 
H (x — a) U,(z 4+ a) 


_ & (a) e (a) H(z), (x) — A (a) @(a) a(z) e,(z), 





H(z) e,/2), 




















(0) @ (0) ©(0) @, (o) 
H(z — a) ©,(2 + a) 
= ore gy Ble) — He pwig) OCF) Hales 
@(x — a) O(x4 + a)= ee 
@(2 — a) H (xr + a) 
_ Hila), H(=) 0(2) +4 (0}0(«) H(z) o.(2f 
* @,(6) (0) 


Q(z — a) H.{x + a) 
_ ® (a) @,(a\ Hx) A(z) — H(a) @(a) @(2:) @.(2) 
@(0) 8,(0) 
O(r— a) Ox + a) 
_ H,(a) @ (a) H(x) @,(z) — H (a) @,(2) @(z) H(z), 
@(0) H,(o) 


En combinant ces formules par voie de division, et en 
ayant égard aux formules du tableau n° 4, on trouve, 
par exemple, en divisant la premiére [17] par la se- 


conde [17], 


sn?.z — sn’a 


sn(z-+- a) = ———___-- ey 
snzcnadna—snacnzdne 
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et, en multipliant haut et bas par- 


snzcnadna + snacnz dnz, 


snzcnadna +snacnzdnz 


sn (z+ a) = 5 


1— A’sn’?a snr 


c’est par ce moyen que !’on formera le tableau suivant : 


TABLEAU N° %, 


snacnbdndé + snbcnadna 


sn (a = b) — gt — M2 gn?a sn7b ? 


cnacn b = snasnbidnadnb 
1— A’sn?asn’?d 





? 


[ag] cn(@ = 6) = 


__ dnadnb = #snasn bcnacnb 
1 — A’sn2asn?6 


Poura=6b: 


asnacnadna 
sn2¢ = ——————__5 
i— sA'sn’a 
cn?a —sn’adn’a 
[20] ch2a = ————___—-;; 
1— A*sm’a 
dma — k'sn’acnia 
dn2a = _—_——_— 





1— A*sn’a 


sn(a + 6b) + sn(a@ — b} = Gsnacnodné, 
sn(a + b) — sn (a -— 6) = Gsnécna dna, 
| en(a + 5) + cnja — 6) = Genacnd, 
(a1) | cn(a + 6) — cn(a — 6} =:—Gsna snbdnadnd, 
dn(a + 5) + dn{a — 6) = Gdnadné, 


dn (a + 6) — dn{a — b) =—Gé*snasnbcnacnéd, 


On a posé 


C= —— > 


1— késn?asn’b- 
Stceru. — An., II. 36 
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Les formules d’addition [1g] sont les premiéres que 
lon ait trouvées sur Jes fonctions directes. Elles sont 
analogues aux formules fondamentales de la Trigono- 
métrie; mais ce n'est pas comme nous venons de le 
montrer qu’elles ont été trouvées. 

C’est en intégrant l’équation 


dr _ dy _ 


V(1— 27) (1 — A223) — V(1—y?) (1 — 4?y?) —° 
que l’on est arrivé a la découverte des formules d’addi- 
tion. La méthode la plus simple qui ait été donnée pour 
Pintégration de cette formule est due 4 Lagrange. D’au- 
tres méthodes, plus simples en apparence, ont l’incon- 
vénient de s'appuyer sur des artifices qui supposent 
évidemment que I’on connait d’avance l’intégrale. 





AUTRE MANIERE POUR ARRIVER AUX FORMULES D ADDITION 
DFS FONCTIONS ELLIPTIQUES. 
L’équation 


dx dy 


——o—oeeee——ODeeeS OTe e—m——K{_"__"_==_"™"=S: d= «CO 
er Pa) Viv) Pl 
qui devient, par les substitutions xz = sing, y = sin¥, 
d ad 
(r) ——_~t__. —= sO Wa 
Vi—A'sin?g =f — A? sin?y 
admet pour intégrale 


fo dr v dy 
I -== -——-————— = const.; 
o V(r 2')(1— Aa?) Jo (tr?) (1 A 9") 








mais on peut lui trouver, comme l’ont prouvé Euler et 
Lagrange, une intégrale algébrique. Posons, a cet ‘effet, 
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avec Lagrange, 
(2) = dy _ 
1 — A*sin’e yi— fs? sin? 
ou 


l —~———_—— ss df 
(3) = —_ Ji — Sin’s, as = V1 — {2 sin’), 





puis 
(4) q+ v—p, g—v=49; 
on aura 
|5 (B+ B) = /s— sie 2A, 
2\ at al ; 2 
(5) _ 
[2 (4-22) = y/i— sine! 7. 
2 é t 
d’ou 





= 4/1—wsin 2+ + Vi— Faint 4 # sin 7 
dt 


d’out l’on tire 





ap qq = f? | sin (p—7) — sin? (p 1), 
2 


dt dt 


ou enfin 


(G) dp dq 


fF _! — _. }2@) ; 
a de SNP SING. 


Mais, en différentiant (3), on a 


d*9 — FM singcos9 dy» 
de yi— A* sin'y dl 
dy 


de? 


= — fk’ sing cos¢, 


= — A? sinpcosy; 








i 
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d’ou I’on tire, par addition et soustraction, 
2 
op =- — #sinpcosgq, 
dv . 
47) 
qd k?singcos 
de P- 


De (G) ct (7), on tire 


ap cosq d"q __ cosp 


dpdq sing. dpdq sinp 








ou 
Pp  casqdq  @&@q ~~ cospdp 
—_ —_—_ = : , 
dp sing dq sin p 





ou 

dp . dq . 

= e8ings a sinp, 
a et a désignant deux constantes qui doivent rentrer 
Pune dans l'autre. En remplacant p et g par leurs va- 
leurs dans ces formules, on a 


Yi— #sin’o + 71 — sin’) = asin (9 — ¥), 


(8) . 
fi—Asin’?g — Vi — Asin?) = ae’ sin(» + yp). 


Ce sont la deux intégrales de la formule (1); mais, en 
éliminant dt entre les deux formules précédentes, on 
obtient une nouvelle intégrale. En effet, on a 





dp __ dq res _ 
using @'sinp ou « sinpdp=asingdg, 


et, en intégrant, 
acosp = a’ cosq + a”, 
x” étant une nouvelle constante, et l’on a 


(9) acos (y+ y) = a’cos(g— }) +0" 
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Or, on peut mettre l'intégrale de Ja formule (1) sous la 
forme 


p désignant une constante a Jaquelle se réduit 9 pour 
} =o. Si, dans Ices formules (8) et (g), on fait po, 
ona 
Vi — #sin?p +1=asinp, 
1— A*sin?p — 1 = a’sing, 
0 acOSp = a’ Cosp + a”, 
nen tire 


— Vim sing +r = Vi — Msinty — 7 








sin sin p. 
_ Vi — Msinty 4. I V¥i1—A*sin?u —1 
—~_——. coS x — ———_____— cos, 
sin u SiN 
ou 
wy 20S ph 
sing 


En portant dans la formule (g) ces valeurs de a, a, «”, 
on a 


vi— A sin?p +1 


sing cos(@ + $) 


— sin?'n — 
a VI Pisin’ 1 gg gy 4g BeOS, 
sin p sin p 


et, en effectuant, 
(11) cosgcosp = 1 — A*sin?zsingsiny = cosp. 


Cette formule est une des intégrales les plus célébres 
. de l'équation (1); les formules (8) en fournissent deux 
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autres : 
Vi — A'sintg + i — A’ sind 


vi— Asin'p +1 


== — J, \ 
sin p sin(¢ Yi9 


(12) oe 
Yi — A? sin? — vi — Asin? 
_Vvt— #sintp — 1 


f 
sin p sin(¢ +), 


identiques au fond 4 la formule (11). 
Maintenant, si l'on fait 


¥ a ay 
I Vi—A sine of" =r ran 


la formule (10) donnera 


rr 
o Vi— Atsin?p 


gmama, p=amb, p=am(a— 8}. 


done 


Les formules (11) et (12) donneront alors 


(13) cnacnbdn{a — b) —- snasnb = en(a — bi, 
dna — drb = dn(a— 6) (snacn6 — snbcna), 
sn‘a — 6) 
dn{a — b) — 


—! (snacnd + snbcna). 


Si nous posons, un instant, dn (a—6)=y, sn(a—b) =z, 
nous aurons, au lieu de ces derniéres formules, 


x(dna — dnb) = (y +1)(snacné — snbcna), 


z(dna + dnb} =(y —1)(snacnb + snécna), 
ou. . 
° xdna— ysnacné = — snbcna, 


xdné —)j7snbena =— snacnb, 
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sm?acn?h — sn? benta 
_- eee, 
dnédcnésna — dnacnasnb 


‘On en tire 


sn(a — 6) 


snddndcna — snadnacnb 


] S  eSEHe.---.’ ...-O"n”’-”_ 1° 
dn(a + 6) dndenésna — dnacnasnb 


Si l’on multiplie haut et bas ces deux formules pce 
’expression conjuguée de leur dénominaleur, on :, 
en observant que sn*acn*d —sn*bcn’a est égal a 
sn*a — sn*, 

dn dcn sna — dnacnasnb 


(14) sala — 6) = ——entasntb 


A’ésnasnbcnacnd6é + dnadnbé 
1— s*sn’?asn'b 


_Cc. Q. F. De 


(15) dnfa— 6) = 


SUR LES PERIODES ELEWENTAIRES. 


Soit f(z) une fonction doublement périodique. Consi- 
dérons les points Moy et M,. qui représentent les imagi- 
naires z, et Zo + &, » désignant une période de f(z). On 
peut toujours supposer que w soit la plus petile période 
d’argument égal a l’argument de w; car il n’existe pas 
deux périodes distinctes de méme argument; toutes sont 
multiples de l’une d’elles, que lon peut appeler w. Soit 
wune période distincte de w, et supposons-la aussi la 
plus petite de celles qui possédent son argument Soit 
M,, le point qui représente Pimaginaire z) +- 0; sur les 
droites M,, M,» et M,, Mos, on peut construire un paral- 
lélogramme que l’on pourra considérer comme un paral- 
Iélogramme des périodes; on lui donne le nom de parat- 
lélogramme e/émentaire, si aucun des points de son aire 
joints A Mog ne fournit une nouvelle période. 

I] est clair que le parallélogramme élémentaire peut 
se furmer en prenant la période » pour base et en faisant 
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mouvoir le cété Moo Myo, pris pour base, parallélement 4 
lui-méme, jusqu’a ce qu’il rencontre un point Mg,, tel 
que Mo. Mo, soit une période. 
Soient w et w deux périodes élémentaires; w’ et a’ deux 
nouvelles périodes; il faudra nécessairement que !'’on 
ait 


(1) 


metn, m etn’ désignant des entiers; car une période 
quelconque s’obtiendra en joignant le point Mos a Pun 
des points de croisement M,,, des droites formant le ré- 
seau des parallélogrammes des périodes w, cw. Pour que 
les périodes w’, a’ puissent former un nouveau parallé- 
logramme €lémentaire, il faut que met 2 soient premiers 
entre eux, ainsi que m’ et 7’. En effet, si m et m avaient 
le diviscur commun @, en posant m = dm",n= dn", on 
aurait 


wo —mo-+-no, 


o’ —a'otan's, 


wo = 8(m"a+r's), 
wo’ 
é 
riode élémentaire, mais » ct o doivent s'exprimer en @ 
ct w’ sous les formes 


® == poo! +0’, 


scrait une période ; w’ ne saurait donc étre une pé- 
, 


et 


aau'o'+ va’, 
ce qui exige que le déterminant du systéeme (1) divise 
no’ —n'w’ et mo'— m'w’, c’est-a-dire n,n‘, m et ml. 
Or, met n étant premiers entre eux, le déterminant est 
égal a l'unité, et l’on a 
mn'—nan' ==. 
Soit 
oe—-atb J—1, 
a a+b’ v—1; 
wo! == ma + na’ + \/—1(mb + nb’), 


o' = m'a+n'a’ + ¥—ilm'b+ an! b'), 
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aire du second parallélogramme des périodes est 
‘ma + na’) (m'b' + n'b') —(m'a + na’) (ma +-nb') 

ou | 

la 


| @ 





b 
1 yy | = ab’ — ba’. 





Donc: 


Les aires des parallélogrammes elémentaires sont 
égales. 


SUR LA FORME GENERALE DES FONCTIONS DOUBLEMENT P£- 
RIODIQUES, ET LEUR EXPRESSION EN FONCTION DF L’UNE 
D ELLES. 


Tutorime I. — Jl existe toujours une fonction dou- 
blement périodique admettant deux périodes données, 
deux zéros donnés et deux infinis donnés, pourvu que 
la somme des zeros soit égale a la somme des infinis & 
des multiples des périodes pres. 


En effet, nous avons vu qu'il existait deux fonctions 
distinctes 9, et 9, satisfaisant aux formules 
g(z+o)— (2), 


a! a(xr+c) 


e(t@+a)=_9(ze ’ 
et que la solution la plus générale de ces équations 
était : 
Aig, + A:9:= 9. 

Ces fonctions et 9, ont chacune deux zéros dans le 
parallélogramme des périodes w et w, ainsi que la fonc- 
tion ». Si nous divisons 9, par 9, ou si nous divisons 
Ai9,-+ As?s par B,o,+ B,o, B, et B, désignant des 
constantes différentes de A, et A,, nous obliendrons une 
fonction doublement périodigue f (x). Soient a, & ses 
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zéros, a et 6 ses infinis; considérons l’expression 


0) pet asld +9) 
A (z+s)—S(a' +s)? 
elle n’est plus infinie pour x =e ou x = f, mais elle 
est quand on pose x = a’; elle admet en outre le zéroa’. 
Mais la fonction f(2 +s) —f(o’+-s), outre le zéro 
x = «', en posséde un autre 6’, tout en conservant les 
infinis x =a —s, x= f—s. On doit done avoir, en 
observant que la somme des zéros est égale a celle des 
infinis, | 
a’ +f's=a—st+B—s (*), 

équation dans laquelle on peut choisir s, de telle sorte 
que (’ ait une valeur donnée L expression (1) admettra 
alors deux infinis donnés @’, (’, le zéro donné a’ et par 
suite un autre zéro 0’, tel que a’-+- 6! =a'+-b’; enfin le 
coefficient A permettra de prendre la fonction (1) ¢égale 
4 une quantité donnée différente de zéro pour une valeur 
donnée de x. 


Tuéonzme II. — Il existe une fonction possédant les 
périodes w et G, les Zeros ay, ay, ..-, a, et les infinis a,, 
Oe, - 0+, by Salisfaisant ala relation 


QA, + Ay. Ht An = a, + 2a t.. t+ hae 


En effet, soit F,(x) une fonction aux périodes a, a, 
admettant les zéros a, et A, et les infinis a, et a, 5, étant. 
déterminé par Ja formule 


a, + 6, == a, + ay. 


. . . e e e °® 
Soit F,(x) une fonction aux mémes périodes ayant pour 
zéros a, et by et pour infinis a, et b,,.... Soit F,_, (x) 
une fonction aux mémes périodes admettant les zéros 


Eee 





(*) Le signe = est employé a la place de = pour indiquer que l’ou 
néglige des multiples des périodes. 
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a,_, et b,_, et Ies infinis 4,_, et 2,, tcls que 
Ay—, + bas = 2, + bys 
F,(z) Fi(r) ... Fri () 


aura les périodes w, w, les zéros @,, 23, «+ +) Gass Onn 
et les infinis a,, a, ...,%,3 Mais on aura 


La fonction 


Qt ay tee tape, + On Sa tart.. Lb Opus TE Ope 


Tutonkoe If]. — Deux fonctions doublement pério- 
diques d’ordre fini dont les périodes w et w, w! et w' sa- 
tisfont aux relations 


2= mo mo’, 
, I 
l=—ao=n'a, 


m et m' désignant des nombres entiers; en d'autres 
termes, deux fonctions u,v, dont les parallélogrammes 
élémentatres ont leurs cétés commensurables et dirigés 
dans le méme sens, sont fonctions algebri tques l'une de 
Vautre. 


En effet, soient u l’ordre de u, et v l’ordre de v. Le 
parallélogramme de uv, comme celui de v, tiendra un 
nombre exact de fois dans le parallélogramme ayant 
pour cétés Q et [I, le premier mn = M fois, le second 
1x1’ == N fois. I] en résulte que, a4 chaque valeur de u, 
correspondront, dans le parallélogramme 2, I], un 
nombre My de valeurs de la variable z, et par suite 
Mp valeurs de v; donc v est lié a uw par une équation 
algébrique de degré My en v. On verrait de méme qu'elle 
est de degré Nv en u; car u'et v n'ont que des nombres 
limités de zéros et d’infinis et restent d’ailleurs mono- 
génes et continues l'une par rapport a I’autre. 

Trtorntme IV. — Une fonction dordre n est lice a 
sa dérivée par une équation du degré n, par rapport a 
sa dérivée, et de degré an par rapport 4 la fonction. 
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En effet, soit u une fonction aux périodes » eta; sa 
dérivée admet les mémes périodes, mais les infinis de la 
dérivée sont en général en nombre double de celui de Ia 
fonction ; car chaque iufini de la fonction, lorsqu’il est 
simple, devient double dans Ja dérivée; en tout cas, 
l’ordre de la dérivée sera compris entre 7 +1 et 27. En 
vertu du théoréme précédent, il existera entre u et uf 
une relation algébrique d’ordre zn en uw’ et d'ordre n' en 
u,ntsSa'San, wu n’étant infini que si u est infini; le 
coefficient de «*" pourra étre pris égal a Punité. A une 
méme valeur de u correspondent 7 valeurs de z dont la 


° az t 
somnie est constante, et par suite 7 valeurs de qa i? 
TN is 


dont la somme est nulle; donc le coefficient de «’ est nul. 
Par exemple, si u est du second ordre et a deux infinis 


distincts, on aura 
wv? + Uo, 


U désignant un polynéme du quatriéme degré. Si u a un 
infini double, U sera seulement du troisiéme degré. Ce 


dernier théoréeme est'de M. Méray. 


DECOMPOSITION DES FONCTIONS A DEUX PERIODES 
EN ELEMENTS SIMPLES. 


Soient F (x) une fonction aux périodes et o, et 74, 
Oe, %,.-. ses infinis. Soit 9 (xz) une fonction auxiliaire 
salisfaisant aux relations 


G(r +o0)/=—4(zr), 














O(z+al—O(rie ° Mare), 
on aura 

VW(r+w) biz) 

Qiz+o0)  O(r)’ 

V(irt+a) O8(r) onV—y1 

6i2+oa) 62) —»  % 
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Considérons maintenant l’intégrale 
o’(z— x) 


= JSF) 97; — zo 


anV—1 





prise le long d’un parallélogramme des périodes. Le long 
des cétés paralléles 4 ow, les valeurs de l’intégrale se dé- 
truiront, et il restera a intégrer le long des deux autres 
cétés, ce qui donnera, en appelant p une arbitraire, 


oe 
— 


7 P+ o on / t 
—_—— ; —_—__—_ nz, 
omy af F(z) —— pd 


résultat indépendant de x et de p, que nous désignerons 
par C. Or, lintégrale considérée est aussi égale a la 


(2 — 2), Les résidus relatifs 
6(2— w) 


a 0(z —x) sont, en appelant ay, ay, a3,... les zéros de 
6(z), 


somme des résidus de F(z) 


F(z + a,), F(2-+4;), eerg F(x + ay); 
ceux relatifs 4 F(z) sont 


’(o,— 7 
? A; (¢ =] 


0(a,— 2) Ga,— x) 





si les infinis a sont simples, et l'on a 
A,=lim(2 —a)F(2) pour x=a 
En général, si !’on pose | 
(2 — a)" F (2) = (2), 


pe ,.,¢(2—-r 
on aura, pour résidu de F(z) (z= 2)’ 


= wot) aces) f 


Supposons p= 1 et a = 0; on aura, au lieu de cette 
formule, 


- l (a —x 
C= Fle) + 3 a Goi Les) 
et F(x) se trouve décomposé ainsi : 
—¢_ -> = d= 1 Ee — zt) (a )]. 
lza—* ( (an — (m—1)! O(a — x) P\% 
Cette formule doune F (zx) décomposée en éléments sim- 
ples, tous intégrables au moyen de la fonction 9, ce qui 
démontre la possibilité d’intégrer les fonctions a deux 
périodes (du moins a laide des fonctions auxiliaires ) ; 
mais le mode de décomposition dont il vient d’étre ques- 
tion présente encore une foule d'autres applications que 
M. Hermite, auqael nous devons la théorie que nous 
venons d’exposer, a fait connailre. 

Nous allons montrer immediatement comment les in- 
tévrales de deuxiéme et de troisiéme espéce se raménent 
par les considérations précédentes aux fonctions O et H 
de Jacobi. 

La fonction de seconde espéce 

de 
V(r — 2) (1 — Aa") — 2?) ( (1 — ha?) 
quand on y fait z= sn, eens a un facteur con- 
stant k? prés, 
Siisntr dx, 
C'est cette intégrale que nous allons étudier. L’intégrale 
de troisiéme espéce 


dz 
fr —nia)¥(1 2) ke?) 





a 
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devient, pour z= sn 2x, 


. dr 
(4) f Toaene? 


nous la remp\acerons par 
Menacnadnasn'z 
——O Oe Y 
1— A'’sn'asnia 


en posant n* = k*sn"a et en observant que l'intégrale (a) 
ne différe de celle-ci que par une fonction linéaire de 
sn?.z et par un facteur constant. 


#rUDE DE LA FONCTION Z(x). 


La fonction 


z 
Z (2) =/ Ksn2a dx 
e/O 


est évidemment monodrome, car les résidus de sn?zx 
sont nuls; nous allons le vérifier. 

Décomposons, par la méthode de M. Hermite, sn?x 
en éléments simples, celte fonction ayant pour périodes 
aK [puisque sn(x + 2K)=—snz] et aK’ /—1. 
Evaluons l'intégrale 


I ,, H(z— 2) 
(1) oe feiss" 


le long d’un parallélogramme de céiés 2K et 2K’ /—1; 
le Jong des cotés verticaux, le résultat de lintégration 
est nul; le long des cétés horizontaux, le résultat est 


: a-+ 2K 
—— { sn’z 
oany—! a 


HW (2—7)  Wz—#+ 2K'V—1)] |, 
*“ fe Wen |* 
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En vertu de la formule 


i ealewe ‘¥—1) 


H(z 42K! v—1)=—H(z)e 


Pintégrale considérée se réduit a 


I a -+- 2K I , 2K - 
-f needs [ sn*3cz 5 
2), K 2K /, 


nous désignerons cette quantité par C. Mais ]’intégrale(r) 
est aussi égale 4 la somme des résidus de la fonction 
placée sous le signe f; le résidu relatif au point x est 
sn?x ; calculons celui qui est relatif au point K’/—1. 


Po:ons pour cela z = K’ /—1-+ h; nous aurons 


H'(K K’f—i1—x+h) 
‘H(K/¥—1—2-+4) 


jx ia) , [le a elt 


sn?(K’/—1 I+ n) HX 











(K'f—1 1— x} 


e e J yf eo 
el par suite le coefficient de; ou le résidu cherché est 


j[ Mea) 


H(K ~/—1—2) 


— Benth] AlKd 


H(Ky—1— 2) 


Si l’on observe que 


— (—er + K’ v=) 





H(— z+ K’/—1) = y—10/( (—z\e “i 


ona . 
_ iW Ky— t—r) _ o(—2} _rvot 


H(KY¥—i—«2) 92-2) aK 








Notre résidu devient 


-{S=a)-18 
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On a donc enfin 
1 sntr + i; Belk 
ou, en intégrant, en multipliant par A* ct en posant 
Ch? = %, 
Z(2)=h2— 





telle est l’expression de Z(.r), monodrome comme !’on 
voit. On en déduit 





* 2? elz 
(2) f Z(x)\dx= oy 18 Sie)’ 


et on constate que la fonction 
c x3 
e J. Zxidx e 3 (x) 


est monodrome également. M. Weierstrass la désigne 
par le symtole Al x. Il désigne par Al,x, Al,x, Al,x 
les produits de Alx par snx, cnx, doz. 

La constante & est susceptible de prendre une forme 
remarquable. En effet, en différentiant (2), on a 


e’ (x) 





et, en différentiant encore, 


e”!.x)@(x) —@'?(x) 


$n?.7 — fF — —— 
$ 07( zx) 
Si l’on fait alors 2 = 0, ona 
e”'o 
o=6—- eno) 
© 0) 
ou enfin 
e” 0) 
= € ° 
9,0] 


Stcam. — Ja., I. 37 
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On a ainsi plusieurs expressions de la constante 7, que 
l'on peut considérer comme parfaitement connue. 


ETUDE DE L INTEGRALE ELLIPTIQUE DE TROISIEME ESPECE 


On peut parfois éviter la méthode de déco:mposition 
donnée plus haut. En voici un exemple : 
La formule [14] donne 





e° 142 / 
@(2 + a) O(x — a) = a e* (x) — >is) H? (2) ; 
on peut lécrire 
Or +a, Cir —a) = mee (1 — #sn?.csn’a). 
( 


On en déduit immeédiatemcnt 


@? ‘0 @ls: + a) O(e2 — a) 


1— A?sasn'zc = 6*(2) @?(a) 





En prenant les dérivées logarithmiques des deux 
membres par rapport 4 @, on trouve (en observant que 
su’a = dnacna), 


. 


—o?tsnacnadnasniz O(r+a) O(x—a) » 2 (4) 


1-— A?‘siPrasnrz © 4 


Si l'on change les signes et que l'on intégre de zéro a x, 
on trouve 


[~ s*snacnadnasnir ) e'(a) 1 lou o'r — a’ 
——-.- -—___—-dr=« —loy ———_—_ 
1— A’sMasn? x © a) 2 Oz+a) 





“0 
Cetic intégrale n'est pas tout a fait Pintégrale de troi- 

= 4 a se e s 9 ? 
siéme espece de Legendre, mais il est clair quelle s'y ra- 
méne aisément. Jacobi la désigne par I(r, a@). Ainsi 
Pon a 


(1) or, a) =a —' - + —log 
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On en conclut, en changeant xen a@ et a en 2x, puis en 
retranchant, 


(x, a) — Wa, xz) = 224) — a2), 
e(a) —@(z) 
On peut d’ailleurs s’assurer que les valeurs des loga- 
rithmes se sont détruites, en observant que |’on doit avoir 
une identité pour 2 = 0, a = 0. 

C’est dans l’égalité précédente que consiste l’éehange 
du paramétre et de Vargument, proposition généralisée 
dans }a théorie des fonctions abéliennes. On peut aussi 
l’écrire 

N(x, a) — l(a, x) = +Z(a) — aZ(r). 


EXPRESSION D'UNE FONCTION DOUBLEMENT PERIODIQUE AU 
MOYEN D UNE FONCTION DU SECOND ORDRE AUX MEMES 
PENIODES. — THEOREME DE LIOUVILLE. | 


Soit f(z) une fonction monodrome et monogéne du 
second ordre aux périodes w et G; soient a et 5s — a ses 
infinis, s désignant la quantité constante a laquelle se 
réduit la somme des valeurs de z pour lesquelles f (z ) 
prend une valeur donnée dans un méme parallélo- 
gramme. Soit F(z) une fonction quelconque aux mémes 
périodes w, w; soient 6,, 6,, ..., 3, ses infinis. La fone- 

F(z) 
f(z) —f(2) 
des périodes donne un résultat nul : la somme de ses ré- 
sidus est donc nulle. 

La somme des résidus relatifs aux infinis x ets —2x 

| 


de OEIC est 


tion intégrée le long d'un parallélogramme 





se 
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ou bicn 
F(x) —F(s — x) 


PF) 
en observant que, f(x) étant égal a f(s — x), f’(2r) doit 
éure égal et de signe contraire & f’(s — x). La somme 
des résidus relatifs a F(x) étant alors représentée par 


I =(7 5 __Fi(z)ds | 
any—1 Fi (2 y—flz)’ 
on aura 


\_Fls— x —__!' "lx _ Flz)dz 
(1) F(a-)— F( eerie ( Ia —f (=) 


le signe F placé au-dessous du signe f{ indiquant qu’on 
ne doit intégrer qu’autour des infinis de F(z). 
Si l'on considére en second lieu Ja fonction 


F(z)f'(2) 
H(z) —S(=)’ 
son intégrale prise le long d’un parallélogramme sera 
encore nulle, et il en sera de méme de la somme de ses 
F\) 
f(z) —S (=) 


résidus. Or la somme des résidus relatifs a 
est égale a | 

F(x) + E(s—2) — F(a) — F(s—a), 
ct Pon a par suite 


ra) Bea) er Rea 
ft Fa. z= 0 
+ eS f(z) —S(. — 
ou bien 


F(z) + F(s— 2) = F(a} +Fl -*) 





F(s)f'(2) 
+S rf (7) —S (2) }—JS ae 
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La comparaison de cette formule avec (1) donne 
aF(2) = F(z) +F(s—a) | 

I F(e)[f' (2) + £'(z) 
anv—idro S(2)—S (2) 





+ 


ou bien encore 
2F (7) = F(«)+F(s —a) 


2 1 dent Ur) + f'(3 
+L Gon ae Coy een 
en posant F(z) = (z — B)#6(s), » désignant le degré 
de multiplicité de Vinfini 3. Quand » =1, le symbole 
>» Go! ia doit étre supprimé. 

La formule (2) montre que toute fonction aux pé- 
riodes w, G peut s’exprimer rationnellement au moyen 
de la fonction du second ordre f et de sa dérivée. 

On voit, en outre, que cette dérivée n'entrera que 
sous forme linéaire, | 

Ce théoréme est dd a M. Liouville, mais lexpres- 
sion (2) explicite de F, que nous venons de donner, n’est, 
Je crois, pas encure connue; du moins on ne la trouve 
pas dans le Traité de MM. Briot et Bouquet. 








Remarque. — La théorie précédente tomberait en 
défaut si F(a) et f(x) avaient des infinis communs, 
mais on tournerait facilement la difficulté en dévelop- 
pant F(x) divisé par une puissance convenablement 


choisie de f(r), 
APPLICATION DES CONSIDERATIONS PRECEDENTES 
AU PROBLEME DIT DE LA MULTIPLICATION, 


Le probleme de la multiplication des fonctions ellip- 
tigues a pour but de faire connaitre sn mx, CMs, 
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dnmx en fonction de sn x, cnz, dnz, Notre formule (2) 
du paragraphe précédent résout cette question plus sim- 
plement et plus complétement qu'on ne I’avait fait jus- 
qu'ici, 

Soient k le module de snx, 4K et 2K'y — 1 ses pé- 
riodes, m un nombre entier : snm(x — a) admet évi- 
demment les mémes périodes. Construisons le parallé- 
logramme des périodes, de telle sorte que ses cétés 
coincident avec l’axe des x et l’axe des y positifs, puis 
déplagons infiniment peu ce parallélogramme, en pla- 
cant le sommet primitivement a Vorigine, dans l’angle 
des coordonnées négatives. 


Les infinis de snx sont K’\f/—1 et aK + K’/f —1, 


ceux de snim (x — a) sont 


K’ 
B’ -a+ (2+ 1) ‘ = + (2f +1) —s 
wt ° KV —1 2K 
BY == a + (21 + 1) —~ + 2j——5 


tet 7 variant de zéro a m— 1. En faisant s=2K, la 
formule (2) du paragraphe précédent donne 


2snim(2—a) = snm(K’¥—1 —a) 
(1) + snmiK/¥—1+2K —a) 
sn’.r + sn'z 


+ 2 résidu.snm (zs — a) ———_—_——- 
sn.c — snz 


Le résidu relatif a4 un infini B’ sobtiendra en cher- 

chant la limite de 

sn’.c + sn’ B! 

zsnim(B’ — a+ 2) sme + sf 
sn.x — snf 


_ ; tes 
= zsn [(2itn)K’ ~—tt pyr) oK+mz, sn z+ sn’B 

snz — suf 
—1 snr + sn'B’ 


2 ———_—_ - . . 
Asumz snx — sn’ 





-_ 


' my: 
e 
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Cette limite est 
1 sn’x + sn BR. 
~ Am snz — sn’ 





Linfini 6” conduit au résidu 


1 sn’x + si’ BY 


——- due @ - 


km snx — sn 5” 


La formule (1) devient ainsi 


gn (ee — a) 








| 
3 
— 
x. 
4 


Ki vy — ij— a 
Voit ase + | 


2i-+- 1 — 2K 
sn’.x — sn’ | ——— K’'y— oj+-1)— 
I [ m Ky T+ (a+) +a] 





2 2K 
sn ct — sn [St yar C+ (af ba) + «| 


En faisant a =o, on a la formule de la multipli- 
cation pour le sinus amplitude. On peut vérifier la for- 
mule précédente en prenant mm = 13 on a alors 


aksn(xz—a) 











ct si l’on observe que sn’ x = cnxdnz, 





en(z + K'¥—1)=—yY—1 


on trouve 
cnadnasn r— enzdnzsna 


sn(z—a) = 1 — A'sn’?zsn2a 


sn x + sn'(K’/—1-+a) sn'z + sn'(K'/—1+aK+a), 
sn — sn(K'/—1+ a) snz—sn(K'f/—i+aK+aj;’ 
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Ainsi notre méthode donne aussi |’addition des fonc- 
tions elliptiques. 
Nous ne nous étendrons pas davantage sur la multi- 


i s e e e e fo 
plication. La division aurait pour but de calculer sn ~ 


x . 
cn ~> +++ en fonction de snzx, cnx, dnx, .... Sans 


entrer dans des détails 4 ce sujet, disons seulement 
qu Abel a démontré que les équations d’ou dépend la 
division des fonctions elliptiques sont comme celles d’ou 
dépend la division des fonctions circulaires, résolubles 
par radicaux. 


APPLICATION A L’ ADDITION DES FONCTIONS 
DE TROISIEME ESPECE. 


ous avons trouve 


\ e' (a) I e(.z2—a) 
I(r, a) =x —/—. + — log ———_.- 
O\a) 2 °O.r+a) 
Si l’on désigne alors par a, a, ..., Zanys des argu~ 
ments tels que | 


io + a, + ore + Qny; = 0, 
Oh aura 


(2, a! + (22, a) +... +- Tl in419 @) 
O(2, — 4} «,—a) 60 Of Omg — a) 


I 
= — log — — —_—______-.- 
2 O(a, + 4/0 a,-+ a)... @( amy: + 4) 


La quantité placée sous le signe log possede les pé- 
riodes 4K et 2K’ — 1 par rapport a la variable a; on | 
pourra done lexprimer en vertu du théoreme de 
M. Liouville en fonction rationnelle de sna et de sa 
dérivée sn’a ou cna >< dna. Nous ne donnons pas ici 
cette expression, qui est un peu compliquée. 
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DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS DOUBLEMENT PERIODIQUES 
EN SERIES TRIGONOMETRIQUES, 


La formule:de Fourier donne 


“ere RK 7% +4 _mxV—=1, 
ne= | snze * dz: 
ad) 


reste & calculer Ja valeur de lintégrale qui entre dans 
cette formule. D’abord, en posant 





r+ 4K —meV—t, 
A.= snze dz, 


a) 





on trouve, au moyen de Ia formule sn(2K + x) =—snz, 


a +2K meV. 
bof snze =? K dz 
x 





/ 
X,-+ 2K \ — ME (542K) 
+ (—snzje #? ds 
x 


xr, + 2K meV 1 | 
=f snz{1—(—1)™Je %* dz, 
a 





L’intégrale A,, étant indépendante de 2x, on peut 
supposer x, un peu plus petit que zéro. L’intégrale 
étant prise le long du contour rectiligne a, xo + 2K 
peut étre remplacée par deux paralléles a K’y —1 
de longueur infinie, menées l'une par x, ct lautre par 
Xo + 2K au-dessous de l'axe des x, et par une paral- 
léle & l’axe des x, menée a I’infini. Le long de ce nou- 
veau contour, l'intégrale scra nulle; mais il faudra lui 


ajouter les résidus relatifs aux points — K’/—1, 
—3K’J/—1, —5K’\—1, ..., multipliés par ary/—t. 
De plus, ces résidus seront pris dans le sens rétrograde. 
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Calculons le résidu relatif au point 
—(2ar+ 1)K’y¥—1; 
il est égal a 


meV —1 
th 





[—tansenmy =a) 


9 


z-+(an+1)K’y —t o 

ksn(a2 + K'y¥ —1) | 

bd / s 2 % . —_. K! 1 

mais, su’x étant égal 4 1 pour 2 = 0 ou an v—1, 
cette quantité peut s'écrire - 


lim 


tol 
_ 2 ’ 
79 
On a done 
; ° { =e and 
—_— -___. 2 — |/— a {_ I 
A» AkK q [1 ( 1) Jary > 
a=i 
ct l'on a 
Aw = 0, 
Qn+t 


I ———. (2m+1) 
Ame = a DI 2. ™ 2RrY — 13 


par conséquent 





am +t 
_ ' @q" ar 
Armes = SEK gen — lI. 


Quand m est négatif, on a 
4K maV—1 4k _maV—1, 
f snze *K = dz = -{ snzdze = ™™ 
oO o ° 


Les coefficients des termes également distants de I’ori- 
gine sont donc égaux, et, en les groupant, on a 








_manr 
aVvq qh! _ (2m +1)rz 
Na —_—_—— sin -—_,_——_ 
sie = Te —— si 5K ’ 
m—0 
a" ari 2m+-ii\)nz 


KK at — qt °° 4K 


dna = Te I +4. cos ——— }- 
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A ces formules il convient de joindre les suivantcs, 
auxquelles on parvient d'une facon toute semblable : 
































@’ (2°) 2" q™ _ om 
O(c) xm t ye K 
1 
Q(z) a" . (— 1)"q" ein em 
@(c) K 1— qu K 
{ 
Fi’ (x) e e 4 
na] devenant infini pour x = o, on développera 
\ 
d [T H(z) 
dz) . xx |’ 
sin K 
on trouvera alors 
H(z) cot = 4 2% qum ein ET 
(cz) aK 2K  K am p—- gq Ta 
Wie) ang 52 4 28 ya, ME 
H, (2) 2K 2K K 1—q™ 
De ces derniéres formules on tire 
diogsnz cnzxdnr sr TL 26 qu. mre 
P= = —. cot-—— — — § —— sin ——» 
adr sn. 2K 2K K 1+ 4q™ kh 
dlogenz  —s tane er _ 2 q™ in ete 
dr ——saaK6 OP aK UK I + (—1\"qr- kK’ 
dlogdax ss Ar qua! sin (2m—i)zz 
dx = «K b— gem) 2K 


On arrive plus simplement 4 ces résultats comme il 
suit. 

Rappelons la formule 
; 5 


, 
COS20 + = COS3a-0ry 


2 3 


i 
—>3 log (1— arcose +7?) =rcosa + 
et partons de 


- rr 3 3 bey 4 
O(zi me I— aqcos = +9?) (1 — aq? cos + gq!) oes 


| ( 588 ) 
nous auronvs 
Lae _ ty. wr g - 
5 los O (2) = 3 lose — cos Fe 
1 nos 7 
Kiyo” 


et, en prenant les dérivées, nous aurons le développe- 
@! (.) 
0 |r) 
e'(z) W(x) H(z) 


@,(z)’ li (2) T(z): 





ment de -On obtient d'une fagon analogue ceux de 








SUR LE PROBLEME DE LA TRANSFORMATION. 


Le probléme de la transformation a pour but la com- 
paraison des fonctions elliptiques correspondant a des 
mcdules différents. Exposons, d’abord, la théorie que 
Jacobi donne dans son ouvrage intitulé : Fundamenta 
nova theorie funciionum ellipticarum. 

Si dans l’expression 

dx 


VA + Br + C2? + Det + Ex! 


U pe e 
on Lose x= 5 U et V désignant des polynémes entiers 


eny, cn aura 

dr 

VA+ Be+ C2? + Dat + Ext 
() 7 VdU — Udv 
~ VAV'+ BVU + CVU? + DVU' + EU 
et l'on peut, d’une infinité de maniéres, déterminer U 
et V, de telle sorte que le sccond membre dé cette for- 
mule soit de la forme 
dy 


( 589 ) 


En effet, pour que dans le second membre de (4) le 
polynéme sous le radical se raméne au quatriéme 
degré, i] faut que ce polynéme, qui est d'un degré qua- 
druple de celui de U et V, ne contienne que des facteurs 


- doubles, a l'exception de quatre qui seront simples; on 


aura donc, en appelaut T un polynéme entier, 


AV‘+ BV?U +... + EUS 
= T?(A’ + By + C’y? + D’ 7° + E'y*); 
Je second membre de (1) se réduira alors a la forme de- 


mandeée si l'on a 


(a) vdU—Udv_ 
Td = const. 


Or, il en cst ainsi quand U et V sont de méme degré 
ou de degrés difiérents d’une unité. Soit en effet 


A+ Bre + C2z7+ Dz’? + Ex 
= E(x —a)(x— 8)(z2— x) (x— 9), 
ct par suite 
AV'-++ BV?U + CV'U? + DVU? + EU* 
= £(U — aV)(U — BV)(U— 7V)(U — eV). 

Les facteurs (U—aV), (U—6V), ... sont pre- 
miers entre eux, car tout diviseur simple de U — «V et 
de U—6V, par exemple, sera diviscur simple de U 
et V, et, comme on peut supposer U et V premiers entre 


eux, les facteurs U—aV, ... le seront aussi. Or on a 
identiquement 


—a(Vd0 — UdV) =(U — aV)dU—Ud(U — aV); 


il en résulte que tout facteur double de U—aV est 
facieur de VdU — UdV, car ce facteur appartient a la 


., a 
dérivée dy (U—a«V). 
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En résumé, le polynéme AV* + BV?U + ... jouit 
de cette propriété que ses facteurs doubles sont aussi 
facteurs doubles de U—aV,deU—fV, de U—yV ou 
de U—@V, puisque ces polynémes ne peuvent avoir 
de facteur commun, et, par suite, ses facteurs doubles 
divisent Ud V— VaU. Si donc on suppose tous Jes fac- 
teursde AV’ + BV?U + ... doubles, a l'exception de 
quatre d’entre eux, le polynédme T divisera 


VaU — UdV. 


Si alors on suppose que V et U soient de méme degre p, 
ou l'un de degré p et l'autre de degré p — 1, AV’ +... 
sera de degré 4p, T* de degré 4p — 4 et T de degré 
ap— 2; 
Udv — VdU 

cst évidemment de méme degré, et, par suite, la for- 
mule (2) est satisfaite. | 

On pourra donc effectuer la transformation d'une in- 
finité de maniéres, car on pourra d’une infinité de ma- 
ni¢res déterminer les coefficients de U et V, de telle 
sorte que AV’ + BV°U ... ait tous ses facteurs doubles 
a Pexception de quatre d'entre eux, U et V étant de 
degrés différents de zéro ou de 1. 

Le degré de la transformation est le degré de celui des 
polynémes U, V qui posséde le degré le plus eleve. 


TRANSFORMATION DU DEUXILEME DEGRE. 


Nous n’avons pas 4 parler de la transfurmation du 
premier degré; on a vu que non-seulement elle réussis- 
sail Loujours, mais encore qu'elle servait a la réduction 
a la forme canonique. 

Si l’on veut opérer la transformation du second degré, 
deux des facteurs V—a«U, V—fU, ... devront étre 


( 59 ) 
des carrés parfaits, on devra donc poser 
U—a«V=(my+m'), U—BV=(ay+n'). 


On en conclut 


U—aV (my +un'')? 
U—6V (ny+a'’)’ 


ou bien, en ob t U 
len, en observan que | =Z;, 


z—a (my-+m') 
On pourra ensuite déterminer m, m’, n, n’ de maniére 
a donner a la nouvelle intégrale la forme canonique, 
mais nous n’eflectuerons pas le calcul en disant joute- 
fois qu il existe deux solutions a la question. 


METHODE D’ ABEL. 


Supposons que I’on désire calculer toutes les valeurs 
de y rationnelles par rapport a x, et telles que 
dy? _ 62 clx? 
(1 —y?)(1 — A277) (1 — a?) (1 — A? xt) 


Si l’on pose 


P et Q désignant des fonctions entiéres de degré p, a 
chaque valeur de y correspondront p valeurs de z, et si 
l’on désigne par x, et x_ deux d’entre elles, on aura 


dar, + dr, 


Vr—a3)(0— het) (1 ay)*(1 — ad) 


Si l'on égale 4 du Jes deux membres de la formule 
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précédente, on aura, si l'on veut, 
x,—= snu, 
a,==sn(arku), 
a désignant une constante; on peut se borner 4 con- 
sidérer le signe +, car sn(a —u) = sn(2K+u —a) 
et 2K —« est une constante. Ainsi, l’une des racines 


+9 e p o , ld 
de l'équation y = 0 étant représentée par snu, les autres 


scront de la forme sn(u + «). Sidonc on pose 5 = (x), 


on aura 

yxy = (snu) 
identiquement, et, comme ona aussi y = }(snu +4), 
il faut en conclure 


Y(snu) — (sna +a) = (sna + 2a)...3 


par suite, les racines de y = (2) sont 
‘ 





$n, snu-+a, sne+22, sne+3a, .103 


mais les racines de )’équation en question sont en 
nombre limité au plus égal a p: il est facile d’en con- 
clure que les » valeurs de x se décomposent en cycles 





snc, sn(% +a), sees sn{u +n— 12), 





snu’, sn(u’-ta), ..., sniult+-na—ta), 


n désignant un sous-multiple de pz. Si » est un nombre 
premier, les cycles se réduiront 4 un seul. Nous exa- 
minerons en particulier le cas ou » est un nombre pre- 
mier impair. Les solutions de y = (x) sont alors 





snv7, sn(t@+a), ...,y sn(u +p — 12); 


mais, sn(u-+pa) ctant égal a snu, il faut que ga soit 


( 593 ) 
une période; donc 


7 (4Km + aK/ny—1). 


Mais l’équation y = (x) est de la forme 
(Ay — Buy )ze? +... + Ao — By =9; 
on en déduit, pour le produit des racines, 


A, — Buy 
) 


T,75. el eed We Ie 


et pour y une expression de la forme 


a’ + ar,2; . aan 
-@ 


T= by baa... ty 


On peut simplifier cette expression; on a en effet 


r, = sn(a + i— ta), 


Ty-- = sn(u + pa — i — 12) =sn(n—i—ra2), 


car 2a est une période, et, en faisant usage d’une for- 


mule connue, 
sn? — sn’(i -— 1) 
—— $$ 3 


LT, —j == — 
ue 1 — A’sn?usn'(i— 1) 2 





on a donc 





p— 
snu(sn?a — sn’a)(sn?u — sn?2@)... (sot — sn?’ a) 


a, TyeeeTy = 





(1 — A’snusnaz)... (* —- A*snusn — ‘| 


Le produit x, 7,...%, est ainsi exprimé a l’aide de la 
seule racine x, = snu. Alors y prend la forme 

_ a +ag'lx,) 

y— b + b9( x, ) 

Stcaw. — An., Il. 38 
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TRANSFORMATION DE LANDER. 


Considérons un demi-cercle tracé sur AB= aR 
comme diamétre : soient O son centre, P un point fixe 
pris sur AB, M un point variable de la circonférence, 


soient OP = a, MPO =, MAO = g. Supposons que le 





oint M se déplace infiniment peu et posons MM’ = ds, 
P Pp P P 
nous aurons 
(1) ds __ sinM’PM 
MP sinPM’M 
Or 


ds = 2Rdy, MP = / R? +a’-+2aRcos27, M’PM=dy, 


et MM’P est égal a = plus l’angle que OM fait avec MP 
ou PMO; (1) devient alors 


aR do ay 


(2 ———————_—X¥—X—X——S_—__= = S= TT” 
| VR? +a? -+ 2aRcos29 cosPMO 


Si l’on observe alors que 


R a 
sint  sinPMO 
ou 
R sin PMO = asin}, 
R* cos?PMO = R? — a’sin’?h, 
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Ja formule (2) deviendra 


2de dy . 
kK — === SO __—_ "9 
VR? + a?+2aRcus2y  R?— a’sin’y 
on bien 
2de dy 
————[—_—[—[—— eee EEE 9 
V¥(R+a4)?— faRsin?g YR? —a?sin’y 
ou enfin 


2R dp dy 


R+a / faRkR. 7 a 
—_— — rn? — — ein? 
/s (Rpap ne \/: Theis 


Posons 





4aR - a 
———  —f-, - =k 
(3) Vis k, R 19 
et nous aurons 
2R dx ds 
(4) — ———- 


R +a ft — A sintg Vi — A?sin?y 


Le triangle PMO donne d’ailleurs 








q_, __ sin(2g—v) 
R ‘sind 
d'or 
1—, — sinf —sin(2e— 9) 
i+, sin}+sin(2——¥)’ 
ou bien 
(5) r— A, __tang(¥—_@), 


1+ 4, tung 
d’ailleurs les équations (3) donnent 


(6) a= VAs 


et la formule (4) devient 


FP 9 de = [a4 
(7) f +A, Ji — A? sin’ 0 Vi — A? sin’y 
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Voici comment on fera usage de ces formules ; sup- 
posons que ]’on veuille calculer 


LD tee 
o ¥t—hisinh 


on calculera 4 l'aide de (6) un nouveau module &, et 4 
l'aide de Ja substitution (5) (que J’on n’aura pas besoin 
d’elfectuer réellement si Pon n’a pas besoin de faire un 
calcul numérique), on convertira l’intégrale proposée 
en une antre de module k, donné par la formule (6). Il 
est facile de prouver que k< ky; en reépétant alors lta 
substitution, on peut ainsi obtenir ce que l'on appelle 
une échelle de modules de plus en plus voisins de un; 
on pourra done développer l’intégrale suivant les puis- 
sances de 1 — k, ct l’on aura une série trés-convergente. 

Je dis, en effet, que k << k, : c’est ce que prouve la 
= * det 
et k, est moindre que leur moyenne géométrique V/A, : 
ainsik <(A,; done on finira par rendre k <1. Suppo- 


sons déja hy << 1, 0n a 





formule (6), car la moyenne arithmétique 





! + ky Sa: 
alk, . , 
done oe > Vy > Ay; ainsi K>>A,, mais h<1: 


donc, ete. 

On peut donc aussi se donner k et calculer /,; si alors 
kK est moindre que l'unité, on aura k,< 4, et l’on ob- 
tiendra des modules tendant vers zéro,; quand k sera 
trés-petit, l'intégrale elliptique développée suivant les 
puissances de k sera rapidement convergente. 

II est facile de voir gue, si l’on pose 


é= sin, 


~ =m are 


on aura 


. ) 
k, = tang’ >? 
tang(} — 9} = cos@ tanga, 


ce qui simplifie le caleul logarithmique. 


SUR LES APPLICATIONS DES THEORIES PRECEDENTES. 


Nous avons vu que toute intégrale d’une fonction ra- 
tionnelle de x et d’un radical tel que 


yar + br4+cxer8t+det+e 


se ramenait a trois types simples ne renfermant plus 
que Je radical 


VA(t + mx?) (1+ mx), 


Ce radical, dans lequel A, m, m’ peuvent étre supposés 
réels, comme on !’a vu, si a, 5, c, d, e le sont eux- 
mémes, peut se ramener au suivant ; 


va — a*)(1— A720"), 


en faisant sortir A de dessous le radical et en posant 
t 
Mm * , 

ma* =—z* et — — = k*; mais alors k n’est pas néces- 
sairement réel. Je me propose maintenant de montrer 
que l’on peut toujours supposer k réel et compris entre 
zéro et 1, ce qui simplifiera évidemment la construction 
des Tables des fonctions elliptiques. , 

D’abord, on peut toujours supposer A = -& 1 en fai- 


sant sortir sa valeur absolue de dessous le radical; enfin, 


on peut supposer m= 1, en posant rim = z, si m 





est posilif, et r¥— m= z, si zest négauf. Ainsi nous 
pourrons toujours supposer m = == 1 et m' = + fh’, Cela 


( 598 ) 
posé, ona yuet l’on vérifie trés-facilement que, en po- 
sant A’? — 1 — A, 


(1) Si z= snz, ona = V(r — 2*)(1— #2"), 








—(1—#)(1— 72) 
(4) saci, #2a- ype, 


(5) e=nz, oa yrreyrseirey, 
(6) a= faa /ire)(i+ fe), 
(7) 2 = cn2z, — WV (1-2) (14 nm) 

t ° iz kia 
(8) a oe” —— at — (12) (t+ G2). 


Dans ces formules, on peut constater que le radical est 
vartout de la forme 


VE (1E 3?) (1 472), 


et que l’on y rencontre toutes les combinaisons possibles 
des signes avec toutes les valeurs réelles et positives de 
Ai, en supposant ki <1, trois combinaisons exceptées, 
a savoir 


mais la premiére est impossible si le radical doit étre 
récl, et les deux autres rentrent dans les formes (7) et 
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(8) par le changement de = i 2 en z ou de - zen 3. Nous 


n’en parlerons donc pas. 
Il résulte de la que toutes les équations de la forme 


dz OTT oe 
Fp AVE (ecb ma?) (1m 2] 


s'intégreront par les fonctions elliptiques, et que toute 
intégrale de la forme 


SFls, VE (t+ me?) (1 + m's?) |ds 
se raménera a Ja forme 


Sf lz, Va 2?) (1 — 4224) Jas, 


ot l’on aura 


" Ri. 


Montrons sur un exemple la marche 4 suivre pour 
opérer cette réduction. Supposons qu'il s’agisse de l’in- 


tégrale 
dz 
“= =——_——————— 5 
{= + 27) (1— Ai2*) 


en posant k, z = (, on aura 


ema) 


On posera [voir formule (7) ] 





1 8 8=6- 
Be 1k 
d’ou 
I 
tr I+k <I, 
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et l’on aura 


=F 
’ Vie (1-8) ( Ta(eEs 


On en conclut que ¢ est égal a cn (— Fut -++ const. ); ut 


par suite que 
vi— F< on(— - u +const.). 
Si donc on pose | | 
yi — =z, 


z sera le sinus amplitude d’un multiple de u, et linté- 
grale u sera ramenée a Ja forme voulue 


__! = , 
AY v(t 2") (1 2) 


La méthode de réduction que nous venons d’indiquer 
a, sur celles que l’on enseigne, l’avantage d’étre purement 
analytique; elle se retrouve facilement; si l’on n’indique 
pas Ja marche qui conduit aux substitutions a effectuer, 
on peut hésiter longtemps avant de les retrouver. D’ail- 
leurs, notre méthode a l’avantage de donner immédiate- 
ment z exprimé en fonction de u au moyen des fonctions 
sn, cn, dn. 

Voici d’ailleurs les substitutions a effectuer dans les 
dilférents cas pour réduire |’intégrale 


SFEle, VA(E + mz?) (1 + mx?) | ax 


a la forme 
Sfle Vv (1 —2)\i— h?33) |ds ou A<r, - 
d’aprés MM. Briot ct Bouquet, 1°? édition, p. 194. 
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1° A positif, m= — h?, m’=— h*®, h>H, on pose 


«—-? 


h 
2° A positif, m= — h', nm’ = 1’, 
‘hes yi— 2. 
3° A positif, m= h*, m’= h®,h>Hh, 


haz 





Ji _ 2 
4° A négatif, m= — h*, m'= h’, 
he— ——- 





vi—# 
5° A négalif, m=—h*, m=—h*,h>k, 


hh? — h’? 
Ner= 1— —————- 2? 


h? 


Quand on a ramené le radical ala forme voulue, il 


reste encore a calculer les quantités que l'on a désignées 
par K et K’ et dont dépendent les périodes. A cet effet, 


K' 


on calcule d’abord Ja quantité qg==e *; on part pour 
cela de la formule 


0, (2 ). 


dnc — Vite @'2) 


Si Pon fait «= 0, ona 


VWF- @ (0) 1— 2¢ +29'— 29q°—...- 


—- 
owe coe A 


@,{0) 1+2¢g+29'+ 24°+... 


On pourra résoudre cette équation par la méthode du 
retour des suites. Quand on connait g, K se calcule fa- 
cilement, et, en effet, on a 
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et, pour xr=0, 
_ H’(o) | 


Va (0) 
En faisant, dans l’expression de sna, x =K, snx de- 
vient égala 1,et l’ona 








done 


Remplagons H'(o) = lim He) pour x = 0, 0(K), H(K) 
et @(o) par leurs développements en produits, nous 


aurons 


2K (1-7 Plr—g'.. (§r tah (t+ a)... 
€ (t—g)?(1—@)?... (1r+¢?)* (1+ 9')... 











+¢7 
“(malted (1+ 9") volte git Ph 
(1—q)(t—q?)...(t +P) 9) 
= (1+9)'(t+98)*(t+9')'...(1—@?)(1—9@)(1 — 4). vee 
C'est précisément la valeur de ©, (0). 
On a donc finalement 
2K 


=> = 0,(0) =1+2g + agttaghtenes 


d’ou l’on conclut K. 
Mais il est clair que )’on pourra aussi ealculer K et K 
par les formules 


‘ dr 
k= f° ——""_, w= f'__.#@__., 
f aiere Jo (ane) en 
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en les développant en série. Si k est voisin de l’unité, K 
sera donné par une série peu convergente; mais K’ sera 
alors donné par une série trés-convergente. Pour aug- 
menter la convergence des séries, on pourra employer 
Ja transformation de Landen. 

Le développement en série de K, par exemple, se fera 
comme il suit : 


[(1 — 2) (1 — pal S 


[—s Tae 1 — kz?) 


=[i+( 5)#+ (Eg) e+ (Seg) e+ 


REMARQUE. 











Les formules (1), (a), ..., (8) du paragraphe précé- | 
dent conduisent & des formules curieuses que lon peut 
rapprocher des formules élémentaires 

a Oe al a env! — env 


cos.r = —————>_ sine = _— 
2 2 /— I 


Considérons, par exemple, la formule (5); on en tire - 


r= IVa + 2?) (1 — &’*2?) da. 
Or z, étant la tangente amplitude de x, s’annule avec x: 
on doit donc prendre pour limite inférieure de l’inté- 
grale zéro; mais alors on a 


Y—tz = sn (A, x V—"), 


ou bien 





tn (A, 2) = = sn (A’, zV¥—1), 


—I 
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ou encore 
h,. — 
__snlhy 7) 7) = —* = sn(k", zV¥—tr). 
Vi—sn?(4,z) Y—t 
Il est clair que l’on pourrait obtenir ainsi une infinité 
de formules du méme genre, mais qui scront plus ca- 
rieuses qu’utiles. 


RESUME DES PRINCIPALES FORMULES ELLIPTIQUES. 
K’ 


ge *, 


e (x) =1— 2 cos +2 Seog tt e cos OTe ; 
= q K q K q K ote 


e (7) =1+2 cos +2 6 c08 42 ‘cos oz 
, (a) =r q K q K q K ose 


H ‘ in + sin Sex +3 F sin " 

r)= —-  =— a ——_— eee 

(x) = 29's aK? "OK q aK 4 
+ a8 KX 

H, (7) = 2q‘ cos —- + 2q‘cus—-— + 2q‘ cos So + wey 


° KT Cnr 
@, (x =ec(1+ 2¢gce0s—4+ 97? (1+ ag! cos SF + eons 
/ K K 
1 , 
H (2) = 2¢9¢ sin = (1 = ag oon +¢') (1 — ag'cos + qf) 


+ zr x x 
H(z) = 2¢eq' cos (: “+ 2 q°cos = + 1) (14 2 gt cos + 7). wey 


els) els, 0,(—2)=6,(2), 
H(— z) = —H(ax), H,!— x) = Hi, (2), 
e(rtK'= o(r, o(2—K)= a (2%, 
O(e+K)—= e(r, Of(¢—K)= @ (x), 
H (2 + K} Hz’, H(r—Ki=—H[2', 
H(z i-K)-=—H(r), H(a—K)= HI (x), 


, @(2 4K’ ¥—1) = BH, (2), 

H (z+ 2K’¥—1 3 t (z+ K’//—1) = (—1 B@(2), 

H(z + 2K’y¥—1)= A Il,(z + K'¥—1) = Be /z). 
@(z) est nul pour go = 2tK +(ay +1) K'¥—1, 


-1)= 
o,(¢ + 2K’ v—-1)= 
) 


| 

> 
je 
£ 


H(z) » 
6,(2) » 
H, (2) » 


x == 2tK + aj K'¥—1, 
w= (2i+i)\K+(27+1)K'¥—1, 
go (2t+1)K+27K’y¥—1, 


i 1 
K =| ae, k= f __ 
0 VU—22)(— Ata?) V(t— 2") (1— A’) 


= Ji — PB, 


V/s H,/x 
cnzt = ’s 
k (4) 


=o et 


©,[7) | 
© (+) 


le) 
one = Ya (2): 
snz s’annule pour 





dn == yk’ 


2K, 
x=K, —K, 
, (K + K'/—1), 


cn zr Py 
dnzx » 


Périodes de snx = 4K, 2K'/—1, 


» cnz =4K, 2K’~—1+a2K, 


, dnz=2K, 4K’—1. 


2K + K’Vy—1. 


Infinis des trois fonctions = K’ /—1, 


Si l’on fait 
y—1 7) «V—1 ; 
a nee v-) 4 e — EV Gtk v4 — 


‘PUI TUSy — = x Ip 


‘rup — = (»+1—A yc)up 


FOP = (e+ y)up 
rd 
rus 
sores 1—A —= (z +1-~—/,y)up 


‘cup = (#3 4) up 
| Srups (x —)up 
"1—=(1—A we + Wt)up 
‘*o— (1—A M+ we)up 
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‘o= (1—-A,a + w)up 


“1 —=1—/,ycup 
‘== 1—/ yup 


‘1 = yuup 
“Y = yup 
‘1 oup 


‘ruprus — == 2,9 





Py —= (e+ y)uo 
rus 

rus y _ _ 
‘up 1—A —=(e+1—-/ m’)uo 
‘rus = (x j= yz )ua 
‘rus = (x —)uy 
‘1 = (1—/.ae + Mz )uo 
= (1M we) 

y _ 

‘Ty _ =(I-A a+ y)uo 


‘1:——1—A yeaa 


‘o=1—A,yua 


‘| —= yzua 
‘o = yuo 
*1= oud 


‘rup rus = rus 


‘wus = (4 -+1—A st )us 





¢ : ‘ = (z+ 1—/,x)as 


‘rust — (x 4= yc)us 


‘rus — = (x —)us 


‘ox (t—A ye + Wz )us 


*@ = (I-A y+ yc)us 


T= (IA a+ wus 


‘o=1—A,yeus 
‘o=1—A,yus 
‘o= ycus 

‘r= yus 


*o = ous 
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snacndédné=:sn6 cna dna 


sn (a= b) = Fast anf ; 
ena cnb => sna snddnadndb 

on (a 6) = — g—Asntasvb ” 

da (ack 6) = 20a tind = A’sna snd cnacnd 


1— A?sn?a sn?b 
x / 
A'sn2a2dxr— cr — '(z) =Z:7), 
° @ (x) 
— 6 s_ 
-—8' og 749 2q ee 
q—4q'+997°—... 


k?anacna dna sn’z 
ee de = (2, 2) 
° 1— A’an’a gn’? zx 





PREMIERES APPLICATIONS GEOMETRIQUES, — FORMULES 
FONDAMENTALES. 


Dans les applications du Calcul intégra), les fonctions 
trigonométriques se présentent sous leurs formes in- 
verses quand on ne les introduit pas dircctement dans Ic 
calcul sous leur forme normale. II faudra donc nous at- 
tendre a rencontrer par analogie les intégrales ellip- 
tiques avant les fonctions directes : aussi allons-uous re- 
venir un instant sur ces fonctions inverses. 

Nous avons posé 


' PP pe) FA 
( ) f Frama POS Fh al 


et de la nous tirons 


snp —snF, p=amf, 


oT i 
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Nous poserons encore, avec Legendre, 


(2) [ ° de V1 = Painty = E(p) = E(g, &). 


La fonction (1) est Vintégrale de premiére espéce, l’in- 
tégrale E(p) est Vintégrale de seconde esptce de Le- 
gendre : elle dillére de celle de Jacobi. On a 


ee) = Ore 
o ¥i— Asin?» 0 Yi— A‘ sins 


La seconde intégrale est celle de Jacobi, qui se réduit 
a Z(x) =e sn’*xdx quand on fait sing = sinamx; 
fe 


nous la désignerons par J (9), de sorte que J (amx)=Z(x); 
nous aurons alors 


(3) Ely) =F(p)—J(9), I(p) =F (p) — Ele): 


La fonction elliptique de seconde espéce E(@) repré- 


~ sente un arc d’ellipse dont les coordonnées seraient 


z—=asing, y = bcos9; 


est alors le complément de l’anomalie excentrique, et 


lon trouve 
at— 62 , 
ds=-adg /: — 73 sin’@, 


et, par suite, en prenant @ pour unité, et en faisant 
I — b? — A*, ' 





ds = do V1 — ksin*g; 
vn a donc | 
s= E (9, vi— 63) 


ce qu'il fallait prouver. 





eT eee” 


( Gog ) -_ 
Si » pour évaluer l’arc d’hyperbole, on posait 


eY — e-¥ ev ten? 
zt = a ———_ 9 xy = b —__—__ 
2 2 


01) trouverail 
ds =ady \/: + 


Par une suite de cmformere on finirait par ra- 
mener cette expression aux fonctions elliptiques, mais il 

. est plus simple de suivre une autre voie pour évaluer 
Fare Vhyperbole; nous prendrons l’équation de cette 
courbe sous la forme 


a a or meet. 





ay? — 6327 = a’ 07, ° 
ou . 


b ee . 
— 2 2 
y —_—- Va +- Wa e 


| Si l'on forme l’élément d’are ds = fdx* + dy*, on 
| trouve 





se W 
ce que l’on peut écrire, en posant d’abord -- = x’, 
a 





i a i 


aprés quoi, conformément aux régles que nous avons ” 
données pour la réduction des fonctions elliptiques, nous 


poserons 
até+ bh? | 
ar t+ = Vi-2” 
I—a« 


Stina. — Aa., U. 3) 


an 
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nous aurons alors 
a” 2 
ds— AY eee 7 aay 
a 7(1— 2" 
(1 = 2) (1 ae ‘) 
Posons 
2 
x” = sin 9, wa BD = Ke, 
et nous aurons ; 
— {? 
ds — 2 =, 


Yi— Asin?  COS*¢ 
Nous poserons 
. Pyi—s — FP d. 

(4) r= | Ti =; 
cos’e  /1 — fsin?9’ 


Parc d'hyperbole sera donc représenté par aT (¢) et sim- 
plement par T(@), quand a sera lunité. La suite des 
transformations que nous venons d’effectuer revient A 
faire 


I , sin @ 
—_,, 2 = 
/; — f? cose. 


a= az' = ai — A tanga, 
_ ak 1— fk sin®e 
7 vi — ke COS 








COMPARAISON DES ARCS D’ ELLIPSE ET D HYPERBOLE. 


Nous continuerons dans Ge paragraphe le numérotage 
de furmules employé dans le précédent et nous prou- 
verons d’abord que la fonction T se rainéne a E et a F 
(il est bon de remarquer que YT est un cas particulier de 





( Git ) ar 


lintégrale de troisiéme espéce); on a 


(1 — h?\ ely 


id= f" , 
wo 0 cos'g V1 — A?sin’g 


Si l'on observe alors que 








I Atang? = A? sin *) 


~ (t— 4?) ee — sin’ yg 
= dy | ——= + —=], 
dee v v d 











on aura, en intégrant et en ayant égard a (1), (2), (3), 
(5) tang@yVt — h?sin?9 = Y¥(9) + (A? — 1) F(e) — E(9): 


la fonction T (¢) se raméne donc a F(9) et a F(9). 

Mais on peut aller plus loin, et exprimer T(z) au 
moyen de deux fonctions E d’amplitude et de modules 
différents. Ce théoréme sera démontré si l'on prouve 
que F(9) peut étre évalué en fonction de deux fone- 
tions E; ce theoréme célébre, en vertu duguel un arc 
hyperbole peut étre mesuré par deux arcs d’ellipse, est 
di a4 I.anden et porte son nom. 

Or la transformation de Landen permet d’écrire 


ty I +k ds 
(G) —=_ > 
Vi — fi sin'g, ae 2 Vi — 4?sin’9 





ct la relation qui en résulte pour les angles 9 et 9, peut 
s'Ccrire 


(7) sin? , = = (1 1 any — og T= Ts 


d’ ailleurs, 


° 
aa a as 
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Sj nous multiplions membre 4 membre (6) et (7), nous 
aurons 





k k A. 
Bi Mto n= Ihe) + = Fg) — | sing, 


ou, cn vertu de (3), 


lr ‘iy gy — E(k, )] 


_ ith r+ 1+ 
= (4,9) — ECA, 9)] + S— F(A, @)— 
= A rhe) —Blbal + (yg) 


‘mais la formule (6) donne 





sin gs 





1+ 
F(4,, 9) = 


2 F(k,9); 


en remplagant alors F(k,, 9) par cette valeur, on a 





F(A, 9) = == [B(Ay9) — (1 +4) B(hy 9.) + Xsing} 
vi—A, 


ce qui démontre le théoréme énoncé, 


SUR L ADDITION DES INTEGRALES DE PREMIERE ESPECE. 


Les questions traitées ci-dessus, quoique se rattachant 
a la théorie des fonctions elliptiques, pourraient se 
trailer sans avoir aucune notion de ces fonctions; il était 
bon de les signaler, parce qu’elles ont fait naitre des re- 
cherches ultérieures et ont été le point de départ de la 
thcorie: on sait qu’Euler avait deviné lintégralealgébri- 
que de l’équation d’ou dépend le théoreme de I’addition 
des fonctions sn, cnx, dn. Ul convient de faire con- 
naitre ici une méthode géométrique due a Lagrange, qui 
a du contribuer pour sa part a faciliter les premiéres 
recherches, 
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Soient 9, , » les cétés d’un triangle sphérique et C 
langle opposé a 2; posons 
a ee 
ap =, cosC= by — A*sin’p. 
Supposons actuellement que l'on fasse varier 9 et } cn 
laissant u constant, ainsi que l'angle C, nous aurons 


(1) COSA = cOsp cosy} — sing sinpy/ 1 — A?sin’p; 


mais, le cdété » variant seulement de position, ses extré- 
mités décrivent sur les cétés 9 et P des éléments dy et dp 
dont les projections sur p doivent étre égales. En effet, 
soient AA’ et BB’ les positions voisines du cété p, si du 
point O ou se croisent ces positions, comme pdle, on décrit 
les arcs BC, A'C, comme OB = OC, A’O = C’'O, il faut 
bien que AC = B’C’. Or 


AC = do c05(9, p), BC’ = dy cos(b, p): 


donc 
dg cos(p, ) == dp cos(p, p), 
ou 
. devi — sin'(9, 4) = dyyt — sin(}, 2)5 

mais . 

sin(g,z)  sinC 

——_— = -— =: 

sin sing 

donc 


sin(, ») = A siny. 
La formule précédente donne alors 
(2) dyVfit — Asin’) = dbi/t — &' sing. 

La formule (1) est done Tintégrale de celle-ci, wy est 
constant; si l’on fait alors } =0, on ap =q. Si l'on 
écrit (2) ainsi 

l 
(3) de dy 


——— =. === = *O; 
vi — A’sin’g i — A’ sin’9 
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ou 


(4) F(p) +F(¥) = F(a) 


F (u) désignant la constante, p se réduira 4 9 pourd = o, 
et (1) sera équivalente a la relation transcendante (4); 
la formule (1) devant avoir lieu pour p = o et 9 = — jf, 
il faudra alors prendre le signe — devant le radical. Que 
l'on fasse ¢ = ama, } = amb, p= am(a+)h), on aura 
alors | 

en(a + 6) = cnacnb — snasnbdn(a + 6). 


Cette équation, combinée avec les suivantes : 
cna=yt— sna, 
dna=y1— A'sn'a, 
fera connaitre en(a+ 6), dn(a + 6) et en(a-+ 6): on 
retrouve ainsi les formules fondamentales de laddition 
des fonctions elliptiques..On peut retrouver ces formules 


en cherchant les lignes de courbure des surfaces du se- 
cond ordre : ¢’est ce que nous allons voir. 


LIGNES 1)XE COURBURE DE L HYPERBOLOIDE. 


On peut considérer les lignes de courbure de l’hyper- 
boloide gauche comme les lignes bisscctrices des géné— 
ratrices. Or les g¢nératrices ont pour équations 


Z ; z 
== - COS? + Sing, = -siny — ens}, 
c c . 


els alr 


z . Z e 
<= - sing —ccs¢, =7 cos + sind. 
c 


Les parametres 9 et } servent a caractériser une généra- 
trice; en les prenant pour variables, les équations diflé- 
rentielles des ligues de courbure prennent la forme 


Odg=tyvd, 
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équations dans lesquelles on a 


w= (a) 7 (ig) +(%) 
w= (aq) + Ge) + iy 


en effectuant les calculs, on trouve 


fi —Atsintdde = + 71 — Atsin'o dy, 





ou bien 
de dy 
V1 — ktsin? 9 = Vi—msinty 








d’ou l'on conclut I'¢quation des lignes de courbure sous 
forme finie. I] est assez curieux que l’on puisse ramener 
ainsi aux fonctions elliptiques la solution d’un probléme 
résolu pat’ une tout autre voie. 


THEOREME DE PONCELET. 


Voici encore une interprétation trés-curieuse du théo- 
réme qui vient de nous occuper : considérons deux 
cercles intérieurs l'un a l'autre; soient R et r leurs 





rayons et PQ, P’Q’ deux tangentes infiniment voisines 
menées au cercle de rayon r; soit OO'la ligne des centres 


arcAP—=29R, arcAQ=2vR. 
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On aura 
pp’ __ de. 
QY dy? 


mais les triangles semblables P PM, QQ’M donnent 
PP MP MP. 
Og = ng = Ng’ 
dp MP 
dy ~~ MQ’ 


ains) 


or, 4 la limite, le point M vient sur le cercle r au point 
de contact de PQ, et l'on a 


MP’= 0O/P* — FPF = R? + a? — r+ 2Racos29, 
MQ’= 0'0’ —P=R?+a?—r+2Racos2¥: 
on a donc 
_ R? + as — rv? + R? + as — r+ 2aRcos29 
= R? + a? — 7? + R? + a? — ?-+ 2aReos2¥4 
(R (RK + a)? —r— 2aR sin?» 
a — aaRsin'y 
Si lon fait 
2ak 


= —___—_____—_ 
(RK + a)? — re 


on a |’équation connue 
do dy 


(1) vi— A’sin’g fi) — A*sin?y 





= Oy 


d’ot l’on peut conclure une construction géométrique 
de son intégrale. Mais on peut en déduire un résuliat 
nouveau. 

"équation précédente devient, en intégrant, 


id ds yp d» 
ft Oe SS 
f V1 — Asin?» f Vi — A?sin2y 


=[ —___ “FE _ 
wo VIR A’sin’p 








° ° . . fd 
gression arithmétique dont la raison eat f 7. 
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et p est la valeur de pour 9 = o. On voit que pz ne dé- 
pend ni deg ni de}; si donc, a partir du point g, on 
méne une seconde tangente QR au cercle intérieur, et 


\ 


\' 
R 


si l'on pose AR = 2y, on aura encore, en posant 


i—Msineg—o, 1—A'sin'~=—Y¥, .... r—A’sin?p= M, 
f ay x dy ead 
° Vx J 0 JM 


en menant par R une nouvelle tangente RS, on aurait 
entre arc 26 = AS et l'arc 2x une relation analogue: 


les iutégrales f° a [a ... forment donc une pro- 
» vo ¥ 


> VM 


Supposons que le polygone PQRST soit fermé ct que 
Je point T coincide avec A, le dernier des arcs 9, , X,-- 
sera de la forme 9 + 227. Enajoutant alors les founules, 
telles que (2 ) et (3), ona 


—(°s dy +f" p+nn 4 — an of" bid 
o VM 
ou bien 
gtx dy 
J yr—. A sin?9 =o [= V1 — A?sin?p Gate 
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le premier membre de cette formule ne dépend pas 
de ©; car on peut prendre pour limite o et nx. Donc : 


S’il existe un polygone de mcé6tés inscrit dans un 
cercle et circonscrit 4 un autre, il existera une wfinité 
de poly gones de m cdtés jouissant de la méme propriété. 


Ce théoréme est évidemment projectif et s’applique 
aux coniques : il a été découvert par Poncelet; la dé- 
nionstration précédente est de Jacobi. 


ADDITION DES ARCS D ELLIPSE. — THEOREME DE FAGNANO. 


Nous avons posé 


4 
Z (2:) =/ Asn?ade. 
°o 


Nous aurons alors 


x oe 
{ Asn? (xe+y) dz =| Msn (z2+-7)dz 
oO 0 


J 
~f K’sn?y dy 
0 


: | 
{ Men (2+y)dx=Z(2+7\—Z(y), 


oO 


ou 


[0 bm (2—y)de=2(2—7) +217). 


Retranchons ces formutes l'une de l’autre, en ayant 
égard aux relations 
asn.c cny dny 

( y) ( y) 1— A? snr sn?y 
asny cnx dnx | 


sn (2 ty) — sn (2 —y) =p gate eniy 
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nous aurons 


"4h? snz snz sny ¢ cnz eny dnz dny de 
(4 — # en? snty)? 


=Z(r+y)— 22(y)—2(z—y). 
La quantité sous le signe f est une dérivée connue, sil’on 


observe que 2snz cnx dnz est la dérivée de sn?z, et 
Vona 
2su?r sny eny dny 
1 — A? sn?x sn? 7y 


= Z(r+y)—aZ(y)—Z(r—y)- 
Si Pon pose alors 
g=amz, p=amy, p=am (r+ 7), v= am (x —y), 
ct si l’on observe que Zu devicnt J (amu), et que 
Z (x) =3(y) = F(9) —Elg), «+s 


la formule précédente devient 


2sin’9 sinp cosp ¥ 1 — 4? sin*y 
tA? sin?gsin?'g 
= F(z) —2F(p) — F(v) —E(z) +2E(¥)+£(); 
et comme F(z) = F(¢) +F(), 


2sin’» sin cosy ¥ 1 = sin?) _ 
1— #7 sin’y sin?) 





— E(y) + £) + 2E(9), 


si l’on échange 9 et }, » ne change pas, v se change en —y 
et le second membre devient — E(z) — E(v) + 2E(Q). 

Eu ajoutant alors a cette formule celle que !’on obtient 
en changeant 9 en ¢, et vice versd, on trouve [eu égard 
4 la formule qui fait connaitre sn (x + y)] 


E(¢) + E(p) —E(p) =A? sing sing sing 


a 


On obtient le théoréme de Fagnano en posant p = 53 
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alors E(p) est le quart d’ellipse; nous le désignerons 
par E et nous aurons : 


(1) F(9) + E(}} — E=£? sing sing. 
Entre les angles 9, }, #, on a la relation 

COS 2 = COSe cos — sing sin} yi — A'sin?p. 
Si alors on fait p = = ona 


0 = COSe cos) — sing siny ¥1 — &? 
ou 





(2) tange tang} = Fo Y ou 6 tang tangy = 1. 


La formule (1) montre que, si les arcs d'ellipse E(¢) et 
E—E(¥) sont tels qu’ils correspondent 4 des anoma- 
lies 9,  satisfaisant a la formule (2), leur différence est 
rectifiable. Les équations de lellipse sont 


r= sing, y= 1— &* cose = b cose. 


Si l’on cherche la distance 2 du point 9 de l’ellipse a Ja 
perpendiculaire menée de l’origine sur la tangente, on 
trouve 

i= A? tango 
Vy ( ttanz? + 1) (0 -+ tang’,) 
In chassant les dénominateurs, on trouve une équation 
du quatriéme degré en tang 9, a savoir 


ke 
6? tang*y + tang?» (: + 6? — 7) +1068 


Soient 9 et } les deux solutions de cette équation, on en 
déduit 
b tangg tang } = I. 


Liidentité de cette formule avec (2) montre de quelle 
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facon doivent étre construits Jes angles 9 et b. On voit 
que les ares I. (9) et E— E(w) auront une différence’ 
rectifiable, s'ils sont choisis de telle sorte que les nor- 
males menées par leurs extrémités soient 4 des distances | 
égales du centre de l’ellipse. 


SUR LES ARCS DE LEMNISCATE. 


I.a lemniscate est, comme !’on sait, une courbe telle 
que le produit de ses rayons vecteurs issus de deux points 
fixes est constant. Son équation en coordonnées po- 
laires est, en prenant pour axe polaire la droitgqui joint 
les points fixes et pour origine le milieu de cette droite, 


r§—2@Pcos28+a'— Db, 


aa désignant la distance des points fixes et B une con- 
sjante. 

M. Serret, daus un Mémoire inséré au tome VIII du 
Journal de M. Liouville, a montré que toute fonction 
celliptique de premiére espéce pouvait étre représentée 
par deux arcs de lemniscate. Voici son analyse : 


. 6b 
Soit —< 1, la courbe se compose de deux branches 
al 


s oe fh? e , e 
distinctes. On pose — = sina. Soient s, et a} Ics deux 
a . 


arcs de lemniscate, dont les extrémités ont pour angles 
polaires 6, et %,, on a 





b> 79 Vf cos26 + Vcos?2.9 — costa n 
= — ——— 


7/0, V c0s729 — cos’?24 





o>. eee d§. 
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On déduit de Ja, en ajoutant et en retranchant, 


6 
ntaayae f —_ 
@Jp y¥cos24 —cosayp 
® 
' F -b 4 d’6 


a 6, V cos29 + cos2¥ 


Si l’on pose, dans la premiére formule, 


sin 6 = sin» sing, 
dans la seconde, 

sin @ = cost sing, 
ona e 


s+) = — [F(sing,9,) — F (sing, 9,)) 
$} —o! = © [F (cosysg.) — F (cos, 99)]- 


On voit que Jes modules de s‘+-a, et de s;— a} sont 
complémentaires. 


Un caleul un peu différent conduit aux mémes con- 
. 6 . 
clusions quand on suppose — > 15 mais alors ce sont les 
arcs correspondant a des rayons vecteurs perpendicu- 
Jaires qu'il faut désigner par s}, oc}. 
La lemniscate de Bernoulli est la plus célébre ; cliea 


pour équation 
r? = 2a? cos20. 


L’arc de cette courbe est donné par la formule 








2 dO 
ds = ¢ v —e 
y cos29 
Si l’on pose 
I 
sind = — sing, 
V2 
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ona 
ds: = a ————— ——— 


1— — sin? 
3 9 


On cn conclut, en comptant convenablement Parc, 


° ¢=aF (49) 


ou bien 
s=aF [: arc sin (Va sino) |. 


On trouve aussi 


AIRES DE QUELQUES COURBES,. 


La quadrature d’une courbe du troisiéme degré ne dé- 
pend absolument que des fonctions elliptiques; pour nous 
enconyaincre, plag ons lorigine sur la courbe: |’équation 
de la courbe svra de la forme 


g3(7,7) + 2e(z, 7) + 9,(2,7) = 09, 


91, 92, Os désignant des polynémes homogenes de degrés 
1, 2, 3. On peut l’écrire 


Jy 
a(t, 4 + 209( 1,2] +0(1,2) = Oy 


et, en posant | 
: ya tt, 
Oona 
xg,(1t, 2) + 2z9,(1, t) + pi(t,¢) =0. 
On en tire 
_ — VE, — 91%, 


ct 


Fs 


— a 
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en appelant alors R Ja racine d’ un polyndme du qua- 
triéme degré, on voit que x est de Ta forme f(t, R), ou f 


ae e e ar 
désigne une fonction rationnelle ; — et y = ¢x seront 
a 


de la méme forme, et par suite l'intégrale 


frees fGen . 


ne dépendra que des fonctions elliptiques. 

Lorsqu’une courbe du quatriéme degré a deux points 
doubles, on peut aussi exprimer son aire au moyen des 
fonctions elliptiques. En effet, au moyen d'une transfor- 
mation homographique, on peut transporter les deux 
points doubles a linfini: soit 


S(r,7; z)}=0 


I’équation de la courbe ainsi transformée ; on peut sup- 
poser que z—0, 2% =0 et z=0,y = 0 Soicnt les 
coordonnées des points doubles. Quand on fera 


-dans les formules 


df df__s ff 


--_=0, -—-=0, —=0 
> dy” dd ? 
elles devront étre satisfaites; les dérivées des termes du 
quatriéme degré en x et y devront donc s'annuler pour 
x = 0, ce qui exige que le terme en y* et le terme en zy* 
. _. , df, . 
soient nuls; la dérivée F tant vulle pour x = 0, il faut 
2 

quele terme en 2° soit nul également; on verrait de méme 
que Ivs termes x y, et a ainsi que y*, disparaissent. 
L’équation de la courbe prend donc la forme 


Axv’y’? + Bary + Cry? 
+ D2’*+ Exy + Fy’ iGe+Hy+K=0, 
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et, si Pon résout cette équation par rapport a y, on 
trouve pour cette fonction une expression rationnelle par 
rapport 4 x et par rapport a un radical recouvrant un 
polynéme du quatriéme degré. 


SUR LES COURBES DE DEGRE QUI onr ~ (mm — 1) (m— 2) 


POINTS DOUBLES. 


e 1 a 
On sait que - (7m — 1) (st — a2) est le nombre maxi- 
mum de points doubles que puisse posséder une courbe 
d’ordre m. | 
; sz! 
Une courbe d’ordre m qui posséde = (m— 1) (m —2) 


points doubles est quarrable par les fonctions algeé- 
briques et logarithmiques (y compris les fonctions cir- 
culaires inverses). . 

Il suffit de prouver que |’x et I’y de cette courbe sont 
fonctions rationnelles d’un méme paraméire A; pour y 

Ld I @ 

parvenir par les (m — 1) (m— 2) points doubles D de 
la courbe 
(1) f(z, 7) =0, 
d’ordre m, faisons passer une courbe d’ordre m — 2. Cetle 


courbe est déterminée quand on Passujettit a passer par 


~ (m—a) (m-+-1) points; or, elle passe déja par 
- (im — 1) (m—2a2) points D: on peut donc Passujettir 
cneore a 

5" — 2)(m+1)— ‘ (a —1)(m—2)=—m—2 


conditions. Nous l’assujettirons a rencontrer la courbe 

(1) en m — 3 points fixes que nous appellerons A; celle 

contiendra alors dans son équation un parametre arbi- 
Stceru. -—— An., IL. fo 
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traire A, et cette équation sera 

(2) g(27) +Ab(z, yx) =O. 

Mais cette courbe (2) coupe (1) en m (m — 2) points; sur 
ces i(m-— 2) points, les points D comptent pour deux 
et équivalent a (m— 1) (m— 2) points d’intersection ; 
si l'on y ajoute les m— 1 points A, on voit que 


(m—1) (m— 2) + m—3=m'—2am—1 


points d’intersection des courbes (1) et (2) sont fixes et 
connus; il n’en reste plus que 


m(m—2)—(m?-—am—1)=1 


qui soient variables. Si l’on forme alors la résu}tante des 
équations (1) et (2), toutes les racines x de cette résul- 
lante seront connues et indépendantes de A, a l'exception 
une seule que l’on obtiendra par suite a l'aide d'une 
simple division et qui sera rationnelle en A. Ainsi x et y 
s exprimeront rationnellement en fonction de A. 
Cc. Q. F. D. 

Réciproquemeat, on peut prouver que, si x el ¥ sont 
et) x13) 
(a)? HR)” 


4. x, ) étant de degrés mau plus, x et y seront les coor- 








des fonctions rationnelles deh de la forme 


_ I 
données d’une courbe d’ordre m ayant 5(m—!) 


(mt — 2) points doubles. 
Posons, en effet, 
x oy 3 

(1} — ae 

gz) x0.) $4) 
z étant introduit ici pour lhomogénéité ainsi que pz 
(nous supposerons ultérieurement z= 1, ~=1). La 
courbe représentée par les équations (1) coupera la droite 


(2) ac+by+ez=0 
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en m points, car les A d’intersection seront donnés par 
la formule du degré m 


a9(dsp) + bx (Xp) +ep(X, 2) =o. 


A aura m valeurs et par suite x ety auront m valeurs 
simultanées. 

Comptons maintenant les points d’inflexion ; ces points 
satisfont a |’équation (2) et aux suivantes: - 


dz dy dz 


(3) an tea ten =” . 
ier d?y d2z 
(4) Qa tog t Sq = 83 


or, en vertu du théoréme des fouctions homogénes, (2) et 
(3) peuvents’écrire 


P ( _ x : d3x + , der +. _ 
( ) “\* det 2 T Tid L- du? e.. —G, 


6 d3r dur oo 
( ) ale 5+ dis +... —0; 


la résultante des formules (4), (5), (6) donnera les A des 
points d’inflexion. Or (5) et (6) se simplifient et peu- 
vent s’écrire 


dr + dy ° dz ° 
det dph "dy? 
dr 16 Pu d?z 


— c -—- =0 
dade didu 


@ Tide 


etla résultante cherchée prend la forme 


dx d? > d?z 
ala? da? da? 
d3x d?y d’z 


dade  dadz  didp | 
dur dy d?z | 
dpi dy? d?u | 





moe 
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Cette équation est manifestement du degré 3(m:— 2); 
ainsi la courbe considérée posséde 3 (m — 2) points d’in- 
flexion. Or une courbe d’ordre m posséde normalement 
3m (m— 2) points d'inflexion; celle-que nous considé- 
rons en a donc perdu 


3m(m—2)—3(m—2)=3(m—1)(m—2). 


Or on sait que les points dinflexion ne disparaissent 
que parce qu’ils se trouvent remplacés par des points sin- 
guliers. Chaque point double faisant disparaitre six 

. - . 3(m—1)(m—2 
points d'inflexion, on en conclut que } (mm — i 2) 


I 8 a a 
ou — (m — 1) (m— 2) points doubles se sont attachés a 
2 


la courbe. ; C. Q. F. D. 
Il faut bien remarquer que dans notre raisonnement 
nous avons tenu compte des points situés a !’infini, ce 


qui résulte de l'emploi des coordonnées homogénes. En 


second lieu, nous n’avons, en fait de points singuliers, 
considéré que des points doubles, mais il est clair que nos 
énoncés devront étre corrigés si Jes points singuliers, au 
lieu d’étre des points doubles, devenaient points triples 
ou seulement points de rebroussement. 

Les théorémes précédents sont dus a M. Clebsch qui 
les a établis, mais moins simplement, dans le Journal 


de Crelle (1. 64, p. 43). 


, 
SUR LES COURBES D'ORDRE M7 POSSEDANT — mi (771 — 3) 


POINTS DOUBLES. 


’ ° 1 ° 
Les courbes d’ordre m possédant =i (m — 3 \ points 
doubles sont quarrables par les fonctions elliptiques. 


Pour démontrer ce théoréme, considérons une courbe 


(1) J(2,y)=09, 
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d’ordre m, possédant ; m (m — 3) points doubles D; ce 


‘nombre est égal a - (7m — 1) (m — 2) — 1, c’est-a-dire au 


maximum du nombre des points doubles moins un. 
Pour déterminer une courbe d’ordre m — a, il faut 


I . e e e 
(m — 2) (m + 1) conditions ; on pourradonc assujettir 


I 
une courbe d’ordre m — 2 @ passer par les =m (m— 3) 


points D et par 


(m—2)(m+1)——m(m—3)—1=m—a 


Ni-w 


autres points de la courbe (1), que nous appellerons A. 
Cette courbe contiendra dans-son équation un paramétre 
arbitraire A et pourra étre représentée sous la forme 


(2) @(2.7) +49(2,7) = 03 


mais cette courbe (2) coupe la courbe (1) d’abord en 
m (m—3) pointsconfondus avec les points doubles D qui 


- comptent pour deux, et en m— 2 points A, ce qui fait 


en tout m*? — am — 2 points; or les courbes (1) et (2) 

devant se couper en m(m— 2) points, il restera deux 

points que j appellerai B sur Ja courbe (1) et par les- 

quels passera encore la courbe (2). Nous supposerons les 

points A fixes; les points B dépendront alors de la valeur 

attribuée a A; nous les déterminerons comme il suit : 
Par l’origine, imaginons une série de droites 


(3) y= az, 


passant par les intersections A,B, D des courbes (1) et 
(2); les coefficients angulaires @ seront racines de l’équa- . 
tion 


(4) (71 — 22,) (7: — a2.) (ys —az,)... = 0 ov R=o, 
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dans laquelle (x4, 71), (%s,)'2), --- sont les solutions 
communes 4(1) et (2); on peut supposer que 1,7; et 
Xy_ sont les coordonnées des points B. Alors on voit: 
© gue I'équation (4) est la résultante de (1), (2) et (3)5 
2° que cette résultante est divisible par le facteur 


{y, — 22, ) (y2— azs), 
que nous représenterons par 
(5) Aa?+2Be+C=o ou R,=09, 


et qu'il sera facile de former. Ce facteur fera connaitre les 
coefficients angulaires des droites allant de l’origine aux 
points B ; 3° la résultante R = o pouvant s’obtenir en 
éliminant x entre 


f(z,axr)=0 et o(z,ar)+A(2z,ar) = 


sera de degré m par rapport a A; mais comme, dans cette 
résultante, 2. 7s) Xs, s---~ sont indépendants de A, le 
facteur Aa? + 2Ba + C le contiendra seul et par suite 
I’équation (5) sera du degré m en A. 

On tire de (5) 
(6) a= Bo vB = AC, 


en ne considérant que l'une des valeurs de «; la valeur 
correspondante de x s’obtiendra par les considérations 
suivantes : soient aj; et bj; les coefficients de x‘y! dans 9 
eth et C;, = a; + 2 Bis faisons varier Q;;, bi, ay, by de 
manieére 4 ne pas altérer Ja résultante R, = 0; les uuan- 
lités x ne varieront pas, et |’on aura 








dk. dR 
—— dC;; + -— dCy = 
dG; Ci dy, ‘ Cu o 
d (+ ib) d (z+ dp) 
Jt 'C; l ‘ d —_ rae 
dC; Mi dCy Cu ’ 
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cette derniére formule peut s’écrire 
xyJdy + at yy! dCy = 0, 
et l’on en conclut 
dR, dR, 


: zi j= - 


——e ———— fl. 
(7) dc,” 7 dG,27 3 


de Ja plusieurs maniéres de se procurer x en fonction 
rationnelle de a et de A, par exemple au moyen de 
Péquation 
dR, dR, 
2c . 
dCi ACyg, 








Maintenant revenons 4 Ja formule (6), pour étudier Ja 
quantité Bt — AC placée sous le radical et la décom- 
poser en facteurs. Pour cela annulons-la : |’équation 
R, =o aura une racine double; Jes droites allant de 
Vorigine aux points B seront confondues, ce qui peut 
avoir lieu: 1° soit parce que les points B sont en ligne 
droite avec l’origine; 2° soit parce que les points B sont 
confondus. 

1° Supposons d’abord les points B en ligne droite avec 
Porigine, x doit étre indéterminé ; donc, dans les for- 

dR 


mules (7), Jes iG, doivent étre nuls. Or on a 
ii 
dR, dR, dC; dR, 
w= Dic, wa > Lac, v= 


mais, l’équation (5) ayant une racine double, on a anssi 


dk 
dz? 
dk, A 
or, quand on pose i = 00 Aa+B=o0, ouz =— ~ 
Rise réduit a 
B: — AC 
Rk =—-—,—3 
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dk, ‘ , 
en égalant jy 4 zéro, on a alors 
12 
1d(Be— AC) | 


Ada ay $B AC) = 05 


done enfin B* — ACs’annule en méme temps que sa dé- 
rivée pour tes valeurs A pour lesquelles deux points B 
sont en ligne droite avec l’origine; B* —AC aura donc 
autant de facteurs doubles qu'il y aura de valeurs de A 
pour lesquelles les points B sont en ligne droite avec l’o- 
rigine, et l’on pourra écrire 


y.B? — AC= @(2) VV. 


2° Supposons maintenant les points B confondus, les 
valeurs de A pour lesquelles cette circonstance se présen- 
tera sobtiendront en exprimant que les courbes (1) et 
(2) se touchent : alors aux ‘Poms de contact on aura 


lW hy 

af fe 3 MWe vf. de _¥, aren ay) 
dz \de- dz} ~ dy’ \dy dy dz \dz dz}? 
en égalant ces rapports a ~,en chassant les dénomina- 
teurs, puis en éliminant p et A, on trouve 


(8) J=0, 


J désignant le déterminant de f, 9, &. L’équation (8) est 
celle de la jacobienne des courbes f= 0, p=0, P= 0; 
or on sait que (Sarmon, Lecons d’ Algébre supérieure, 
traduites par Bazin, p. 72) si les courbes 9 =0,} =o 
sont de méme degré: 1° la jacobienne passe par les points 
communs aux trois: courbes; 2° si fo a un point 
singulier en D, la jacobienne y a un point singulier ayec 
les mémes tangentes et par conséquent coupe f = 0 en 
six points confondus en D; 3° Ja jacobienne touche la 
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courbe faux points A et par conséquent y coupe f en 
deux points confondus. 

Or la jacobienne est de degré 


m—1+2(m—2)=—3m—49; 


elle coupe f = 0 en m(3m—7) points dont il faut dé- 
falquer les points D au nombre de 


6 - min — 3) = 3m(m— 3), 
et les points A au nombre de 2(m — 2); il reste donc 
m(3m— 7) — 3m(m— 3)—2(m—2)=—4 
points ou la jacobienne peut rencontrer f=o et par 
suite ou la courbe (2) peut toucher (1), et par suite 
quatre valeursde A pour lesquelles B* — 4ACs’annulepar 
le fait du contact de (1) et (2). Le polynéme V est donc du 
quatriéme degré en A; d’ou i] résulte que }’« et par suite 
Px et l'y d'un point variable B de la courbe f = o peu- 


vent s exprimer rationnellement en fonction d’un para- 
métre A et d'un radical de Ja forme 


Vd + ad? + 7+ 71+ 4, 


ce qui démontre le théoréme énoncé plus haut. 
La premiére démonstration de ce théoréme est due a 


M. Clebsch (Journal de Crelle, t. 64, p. 210). 


‘Remarque. — On pourra représenter les coordon- 
nées x, y de Ja courbe (1) sous la forme 
2==Fli,¥ (0 2?) (F — #8)], 
r=, V0—®) 1 — #)) ] 
4 l’aide d’une transformation rationnelle opérée sur la. 
variableA; si l’on fait alors A = sné, on aura 
a = G(snt) + sn’¢H(sné) 
y == K(sne) + sn’eL(sne), 
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G, H, K, L désignant des fonctions rationnelles. [-n 
effet, le radical entrera si J’on veut dans x et 7 sous 
forme linéaire; or il est égal a cnt dn, c’est-a-dire a su’. 
C. Q. F. 


Ainsi, quand une courbe a son maximum de points 
doubles moins 1, ses coordonnées sont des fonctions ra— 
tionnelles d’un méme sinus amplitude et de sa dérivée, 
ou, si Il’on veut encore, sont des fonctions doublement 
périodiques de méme période d'une méme variable 


QUELQUES COURBES REMARQUABLES DONT L EQUATION 
DEPEND DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


Lorsque |’on cherche une courbe plane dont le rayon 
de courbure soit proportionnel a inverse de }’abscisse, on 
est conduit 4 |’équation 


z= 


Cette courbe est une élastique, on la rencontre encore 
quand oa cherche parmi les courbes isopérimétres celle 
qui engendre le volume de révolution minimum ; en 
transformant convenablement les coordonnées, on peut 


d 
prendre c==0: alors on a “wy —o quand x == O, ef 
dx ’ 


zdxr 
7 vai _— Va—s . 


ou 
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Si l’on fait : =f, ona 


ad 3 





V2 


or,en prenant le module k égal a  ? ensorte que k* — k2, 


“ona 


cn’6 = 2G — cn?6) (1 4-n7@); 
si donc on fait 
t=cnb, d= -— > vir —e)(i + t") dd, 


on aura 
HK fp > Pak 
y=-f a N™ docn?9 = — “v2 f (1 — sn*6)d0; 
: g 2 2 V9 


la limite inférieure est d’ailleurs arbitraire si l’on choisit 
convenablement !origine : on a alors 


a2 a\i2 
— — —! 6 — Z/9§ 
z—=aecné. 


La courbe de M. Delaunay engendrée par le foyer 
d’une ellipse ou d’une hyperbole qui roule sans glisser 
sur une droite a pour équation 


(22 Bb) de 
V4? — (atck 6 ra 





dy = 


son abscisse et son ordonnée s’exprimeront facilement 
aussi par les fonctions elliptiques. Dans cette courbe, la 
moyenne harmonique du rayon de courbure et de la 
normale est constante. 
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SUR LE MOUVEMENT DE ROTATION AUTOUR D'UN POINT. 

Les équations du mouvement d'un corps solide qui 
présente un point fixe et qui n’est sollicité par aucune 
force extérieure sont, comme on sait, 


dt 
dq 
dr 
C a (A— B) pq: 


A, B, C sont les moments d’inertie principaux rela- 
tifs au point fixe; p, 7, r sont les composantes de la ro- 
tation instantanée aulour des axes principaux relatifs 
au méme point; enfin, ¢ est le temps. 

L’analogie entre les équations (1) et celles qui lient 
entre cux snz, cnx, dnzx et leurs dérivécs est telle, que 
l’on est tenté de poser 


p=a«cng(t—rt), 
q == Bsng(t—r), 
r=—ydng(¢—t), 
a, B, ¥, g, t et le module & désignant des constantes ar- 


bitraires; et l’on satisfera effectivement aux formules (1) 


s1, observant que 
cn'x = — snxdne, 


sn!.x = cnx dnez, 


dn’ x = — eM snccnz, 
on prend 
a—ck \/ BU 
~ 8° 'V (A= B) (A —C)’ 
AC 
(4) B= OV ie peaoy 


_ \/ AB - 
1~8 V (A—C) (B—C) 
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Ces formules, auxquelles on est conduit ainsi par la 
méthode des coefficients indéterminés, fourniront pour 
a, B,y des valeurs réelles si l'ona A >B>C, ce qu'il 
est toujours permis de supposer. 

Les trois arbitraires de la solution sont g,k, t. On 
peut faire abstraction de la derniére t, et, en comptant 
convenablement le temps, poser 


(2) pHacngt, q—fsngt, r=ydngt. 

Les formules (1) sont donc intégrées. 

Mais, pour résoudre complétement le probléme, il ne 
suffit pas de connaitre p, q, r, il faut encore calculer 
les valeurs des angles 6, 9, }, qui, dans les formules de 
transformation de coordonnées d’Euler, servent a déftuir 
la position des axes principaux d’inertie par rapport a 
trois axes fixes passant au point fixe. Ou démontre dans 
les Traités de Mécanique que !’on a 


= sin ino + cos a“ 

P= 9 Sl dt Pte 

dy. da 

{3) q= cosq sing > — sing» 
__ 49 oy 
r=7, + cosd— 


Prenons Je plan du maximum des aires, ou plan inva- 
riable, pour plan des zy. On sait que Ap, Bq, Cr sont 
les moments des quantités de mouvement relatives aux 
axcs principaux. Sidonc on désigne par G la constante 
des aires /A*p? + Bg? + C77, on aura 
Ap=Gcos(z,A), Bg =:Gcos(z,B), Cr=Gcos(z, C), 
ou bien 

Ap =G sin6 sing, 
(4) Bq -.: Gsin@ cose, 
Cr — Geosé, 
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La constante G est facile a calculer au moyen de k et 
de g. De ces trois formules on tire 6 et 9; il reste a cal- 
culer l’angle |. Pour cela, entre les formules (3), éli- 


. dé 
minons —» nous aurons 


dy 


psing + 7 cose = sind 


ou | 
__ psing + 9 cos¢ 
“= sind ar. 
Eliminons 9 et @ de la, au moyen des formules (4), 


nous aurons 
o 





np Ap +B, , Apt +B? 
dy =G Ge C7, dt—G A?p* +- Bq? ’ 
ou enfin | 
Aa’cn?gt + Bsn’ gt 
(5) dy = F 


Posons, pour abréger 
(6) ges} 
nous aurons alors 


__G Aacn?z + BB sn?z 
og Ataten?z + B'B?sntx 


dy 


Remplagons cn*zx par 1—sn*z, et a, B, y par leurs 
valeurs (a); nous aurons | 


G B—C+(A— B)sn’x 





ib — SSO z,—"7 
“Y= Fe A(B—C)+C(A—B)sn'z 
Posons 
—— 
AR—-G —~ ~~ 
(9) V Gace atV—isv ia 


et a sera réel, puisque sna est une fonction impaire; 
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nous aurons alors 


B—¢ + sn?z 
BC sntx—sntaf—1 
ou . 
G sn?.r — - snta\y/ —1 
dy = - dz, 


&C snt?zx —sntay —1 


ce que l’on peut écrire 


G Asn’?x — Csn’ay —1 
(8) , = —— Asnix — Csn'ay —1 
gUA snr — sn’ay —1 


Désignons par F(x) la quantité placée sous le signe f, 


en sorte que 


G 
¥= Fact Fle) a. 


Nous allons, pour pouvoir intégrer, décomposer F(x) 
en éléments simples, par la méthode de M. Hermite. 
Nous désignerons par I lintégrale de 

H’(z— x 
F(z) Waa =f (2), 
prise le long d’un parallélogramme de cétés 2K et 
2K'y —1(périodes de la fonction sn?z). Cette quan- 
tité I’ est indépendante de x; elle est égale 4 la somme 
des résidus de la fonction f(z) pris a l’intérieur du pa- 
rallélogramme en question. Si |’on suppose que ce pa- 
rallélogramme contienne le point x, le résidu relatif a 
ce point sera F(x); quant aux résidus relatifs aux autres 


infinis ay — 1 et — ay — 1, ils sont de la forme 


H’ (a/—i1—z2z) 
Ik (ay — 1 — 2) 
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multipliée par la limite de 


(2 —aV¥— 1) (Asn?xr —Csnaf— 1) 


sn?z — sn?ay/— 1 
pour x = ay — 1; or cette limite est 


(A —C)sntav—1 (A—C\sntav¥—1 


a —==_—S «sa ——— 00900 eee 
2asnay¥—t1sn'av¥—1 asnay— icnay—idnay—1 
ainsi donc ona 


Asn? -— Csn’aV - I 





r= 
; sn?z — smay¥—1 
ti (aJ—1—2z) (A—C) snza\/ — 
2n(avV—i—.) a) une fora 
1 EW (aJ—1+2) (A —C) \sntay — 1 
2N(ay—it 2) snay/—1cnay—idnay—t 
ou bien 
F(z) __ Asntx — Csnay/—1 
sn?z— sntay’—1 


1 (A — C sna/—t ; 


2enay — 1 dnaf—t 


HW (ay — 1+ 2) wat) 
«Reyne (ay—1— =) 


Substituant cette valeur dans (8), ona 





Gr 1G(A—C) snay—1 
ya Shy tStA=8) mayo 
(y) g AL 2 gAG cnay—idnaf—r 
H (2 —ay—1) 


< log —————_==> 
Fo y= 1) 


Cette formule se simplifie beaucoup quand on remplace 


( 641 ) 
G par sa valeur. Ona 
G? = Atp? + Bq? + Cr? 
"== Ataton?s + BB'sn?c + C'y"dn?z; 
- £1 (ce qui est permis, puisque G est constant) on fait 
X == 0, ona 
G? = A’a' + C?y? 
et, en remplacant « et y par leurs valeurs (a), 


ABC A#?(B—C)+CiA—B). 


C= 85-6 (A=B)(B—C) 


d'un autre cété, si, a l’aide de (7), on calcule cn ay — 1 
ct dn a \/— 1, et si alors on forme Ja quantité 

1G(A —C} snay—1 

—ee—eee—ee Ee 3 

2 gAC cnav—idnay—1 


on la trouve, réductions faites, égale a 





—I e o 
= il en résulte 
que la formule (g) se réduit a 


Gre _v="'),4 H(2—aV—1). 


= gAC 2 H(z +aV—1) 





On peut introduire, comme Ia fait Jacobi, la fonction © 
ala place de H, en observant qu’a un facteur constant 
prés ona 


— —_—_ —_—__ sV—r 
H (2+ af— 1)= @ (x + ay— i + K'y— 1 )e ak 
Si donc on fait a +- K’ = {, on aura, en négligeant une 
constante, 


wal & 1. PY ined —1) 
(10) Y= ae + 5 g(t —W=2), 
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Rueb, en modifiant des formules données par Legendre, 
était parvenu-par une tout autre voie a ces résultats; 
Jacobi est allé plus loin en calculant encore les: lignes 
trigonometriques de } de maniére a revenir, au moyen 
des formnles d'Euler, aux neuf cosinus qui definissent la 
position du corps. Indiquons rapidement la marche qu'il 
a suivie. 

La formule (10), en ayant égard a (6), devient 





Gre av! e(r—t/—1) 
= Th log ————"_—_; 
? AC 2 O(a +t — 1)’ 


si l’on pose 
p 


v—i1 elz—tv— 1) Gr 
log ———_——____ 


= 2 § e(2+ty—1) AG.” 





on aura 
Y=—at+4,, 


etdse composera d'une partie proportionnelle au temps 
(ct fon pourra appeler la quantité nz le moyen mouve- 
ment) et d'une partie }, dont nous allons calculer le 
sinus et le cosinus. On a 


wa Veeereas @(#+oV—+), 
(z—ty—1) 


et l’on en conclut facilement cosy, et sing. Pour plus 
de développements, nous renverrons au Mémoire de 
Jacobi inséré dans ses AMathematische Werke, t. XI, 
p. 139, écrit en frangais. 








MOUVEMENT DU PENDULE CONIQUE. 


Prenons pour axe des z la verticale descendante du 
point de suspension, pour plan des x7 le plan horizon- 
tal passant par le méme point. Soient 7 la longueur du 
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pendule, @ sa colatitude, } sa longitude : le théoréme 
des forces vives donnera 


d§ \? . ay\? 
(1) “(&) + 7? sin?6 (4) = 2grcos0 + a, 


‘et celui des aires 
(2) sin? (F) =e, 


aete sont deux constantes dont nous allons fixer la 
valeur. Soient v3 = aghy la vitesse initiale du mobile, 
h sa hauteur initiale au-dessus du point le plus bas; en 
faisant t = o dans (1), nous aurons” 


o> == 2grcosd, +a, 


ou 

2gh,—=agh+a; 
d’ou 
(3} ax2g(h,—h’. 


Désignons par p l’angle que ¥ fait avec l’horizon, En 
faisant ¢ = 0, 6 = 6, dans (2), nous aurons 


sin? & —e: 
sin?@, (4 )= C3 
| 


e ° a ’ LJ ® a 
mais ?'sin§, (=) est égal a ¥, cosy et sind, est égal a 
0 


Vr? —h*, on a done 
(4) c= YP — ho, cosp = V2gh (7? — &?) cosp. 


. we dt 
Maintenant, entre (1) et (2), éliminons rt nous au- 
¢ 
rons 


(2 2 (2grcos9 + a) r'sin?@ — ¢ 
a) 7 r sin?@ 


v 


Si nous posons 


(6) rvus’ = 2, 


, 
WB, RAM a bye et bh re ee 
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nous aurons 


dz 


a) #(F)'=(282-+4) (#2) 2 


ou, en vertu de (3) et (4), 


2 (5) =2el(e+ be —A) (#2) — hal —) comp] 


Si l’on substitue a z, dans le second membre, 
—o,—r,h,+r,on obtient des résultats ayant pour 
signes +, —, +, —; on peut donc poser 


(8) #(S)'=—26(2—«) (#8) (2-7), 


a, B, y désignant des quantités réelles dont deux sont 
comprises entre — ret +7, et dont la troisieme est né- 
galive ct moindre que — r. 

On sait que, pour ramener l’équation (8) a celle qui 
définit la fonction elliptique, il faut poser z = « + pu’; 
posons donc 


(6) ; z=a+tpsn'ot; 


nous aurons, au licu de (8), en écrivant s au licu de 
sn wt et en désignant par k le module inconnu de snot, 


s'(2Petph? + gp?) 
+[(1+ 4) aretp + gp(2a—B—7)] 
+ are’ p + g(a—f) (a—y)=0. 


Cette formule aura lieu, quel que soit s, si 


2r 

372 — 
” Ps 
- 6 


An (1+ M)ot = aa B— 9, 


oo tp = —(a— 8) (a—7), 
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En éliminant par division, on en tire 


eRe —p he 





T+BOae= Boy (eB) le=7)! 


d’ou, égalant les valeurs de A’, 


_ et (e— B) (2-4) 
Co a 


En résolvant par rapport a p, on trouve — (« — f) 





ou — (a —y); alors #* == — E ou ——1 Pour que A 


B 


soit réel, il faudra que « — 6 et a — y soient de méme 
signe, ce 4 quoi on arrivera en prenant pour « la racine 
positive la plus grande. Enfin, pour que / soit moindre 


que l'unité, on prendra p = — (a — 8), A* = oh et 


’ Pon supposera que y soit la plus petite des racines; 


alors on aura 


(10) o — g(2@—7) pati 


la formule (9) donne alors 

z= a—(«— B) sno, 
ou bien . 

z—acn’wl-+ Bsn?of, 
ou, en vertu de (6), 
(11) rcosé = «cn*wt + Bsn? wt. 


Maintenant, la formule (2) donne 


dye 
de rsin?a’ 
et, en vertu de (11), 
cat 
ad} = 2 2 ? 3 
r?—(acn7?oé + Bon’wf) 
= ( I 1 
a eS 
ar \r—acn’wt — Bsa? tue r+aco’wlt 6 on'wi 


( 640 } 
On a donc enfin 




















ary , I f det - 
~~ (¥ — Ye) = --— - 
c r— a— 
* 1 -++ P ntae 
— &% 
e 
1 f dt 
r a — 
+a 1— B utes 
a 


Les deux intégrales qui figurent ici sont de seconde 
, 2r ’ 
espéce ; — (p — )) se composera donc d'un terme pro- 


portionnel a ¢ et de termes périodiques de la forme 


O'(wt + «) 
@(wt +e) 





Si donc on imprimait au pendule un mouvement uni- ~ 
forme de rotation convenable, son mouvement relatif 
serail périodique. 


@ 
FIN DE LA TILEORIE ELEMENTAIRE DES FONCTIONS ELLIPTIOUFS. 
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APPENDICE AU TOME II. 
EXERCICES SUR LE CALCUL INTEGRAL. 


QUESTIONS TIREES DU RECUEIL DE M. TISSERAND ('). 


b — dr 
1. Prouver que l’intégrale f : - ex- 


—_—_—_ o>: Rk eee 9S 
b+ a2 Vx(x+a)(e+c) 
prime a l'aide des fonctions logarithmiques ou circulaires lorsque 
b? = ae. 


2. Trouver les courbes telles que le segment intercepté sur Ox 
par la tangente et la normale soit constant. 


3. Trouver une courbe telle que les tangentes de ses diamétres 
aux points ot ils rencontrent la courbe soient toutes paralléles a 
une direction donnée. 


4. Ou bien aillent toutes passer par un point donné. 


§. Trouver les courbes telles que le coefficient angulaire m de la 
tangente en un point quelconque et le coefficient angulaire m’ de la 
tangente du diamétre au méme point soient liés par la relation 
mm’ = const. 


6. Déterminer ta fonction f de maniére que les trajectoires 
obliques des courbes qui ont pour équation en coordonnées polaires 
r= Cf(@) s'obtiennent en faisant tourner Iles courbes proposées 
d'un certain angle autour du pdle (C est un paramétre variable. ) 


7. Trajectoires orthogonales d'une cycloide dont la base se meut 
parallélement a elle-méme, un de ses points décrivant une droite 
fixe. | 


8. Trouver les courbes égales a leurs développées. _ 


9. Trouver les courbes telles que, p désignant le rayon de cour- 
bure, V l’angle de la tangente et du rayon vecteur, on ait 


a 
ee sin” V 


—— 


(') Recuetl complémentaire d’Exercices sur le Calcul infinitesimal, 
par M. Tissinanp. Paris, Gauthier-Villars. 


, 
Stcax. — An., Il. 4t. 
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40. Trouver les courbes telles que p = rf(V), p et V ayant la 
méme signification que dans l’exercice précédent, et r désignant le 


rayon vecteur. 
41. Trouver les courbes telles que p = f(r); application aux 
r3 a 
cas de f(r) = kr, ou aa? OU 


12. On trace sur un cylindre de révolution une ligne dont la 
premiére courbure est constante : trouver ce que devient cette 
courbe quand on développe la surface du cylindre sur un plan. 


13. Méme question quand on trace sur le cylindre une courbe 
dont le plan osculateur fait un angle constant avec la surface. 


14. Trouver les lignes de courbure de lI'hélicoide gauche a plan 
directeur. 


13. Trouver les lignes de courbure de la surface qui a pour 
équation c-2 = cosz cosy. 


16. Trouver les lignes géodosiques de I'hélicoide gauche a plan 
directeur. 


17. Trouver sur l’hyperboloide a une nappe les courbes qui, en 
chacun do leurs points, sont tangentes a l'une des bissectrices des 
angles formés par les génératrices rectilignes qui passent en cv 
point. 


48. Montrer que la famille des surfaces 2 = a fait partie d'un 


systéme triple orthogonal, et trouver les deux autres familles du 
sysleme. 


19. Méme question pour les surfaces a = .7) 3. 
20. Déterminer les fonctions 9 et de maniére que la famille des 
surfaces représentées par I’équation « = ¢ (z) } (z ) fasse partie 


d’un systéme triple orthogonal; les fonctions 9 et y étant déter- 
minées, trouver les deux autres familles du systeme. 





QUESTIONS PROPOSEES AUX EXAMENS DE LICENCE. 


4. Calculer l‘intégrale 


aAltgt «4 -. 
J 2% 2cost.c + btsin®r 
1] 


gt cost + AP sit 
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2. Calculer lintégrale 


4 2 3 
f [ (Atsin®® cost + Btsint® sin?y + Ccostd) # sind dd dt; 
oo 


on remarquera que c’est la mesure du volume d’un certain ellipsoide. 
3. Démontrer que l'on a 
x 
ft f- f f (2) dan = ——— f (x?— 22)" f(z) dz. 
1, x x, Le 


Intégrer les équations différentielles suivantes :. 


4. (x?—yP=o(7? +), 
5. yt— ZS (ey), 
Jy U+y?)= By 2t—1)y", 
7. xy" —ary'+y = 22+ px+ q, 
(2+ 2) — yt ay B+ ay —y = 0, 

9. ry" —3.2727"+724y'— By = B— 2e, 
10. Jy +) {yy +72 = 3e2, 

dy vy 
41. === + ¥ = Act + Be-t+ Ccosz + D sine. 

dx’ 9 dat 

dy dty 

42. 18 + — 7 kd 
| @y dy _ 4 
13. ds 3 de +ay =(an+ bjex+ce-™, 


1§. 23) "— 9.29" 4- 39zry'— 64y =[a+ bLx+ c(Ler)*)a. 
15. Intégrer l’équation 
axtyt+ azy(y — 2a) y'—2)°(y — 2a) =0, 
et chercher les solutions singuliéres. 
i6. Montrer que “ee 


dy — 

ea a are n(nbiyy = oO, 

ou 2 estun nombre entier, peut étre satisfaite par un polynéme, 
et déduire de la l'intégrale générale. 


(t— x? 


17. Méme men pour l’équation 


(2 — at) 5 —[p+(itKp-—aA)a 12  +nBy =0, 


p tant entier et 8 fractionnaire. 
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18. Etant donnée reac 
(ae+1) 5% ; i 4+-(42—2)4 — — 8y =(6.279+ xr — 3)e%, 
montrer que |’équation privée de second membre a une intégral: 


de la forme e’*, r étant une constante qu’on déterminera, et in 
tégrer ensuite Péquation compléte. 


Intégrer les systémes suivants d’équations simultanées 


49 a _ _2 ds ro 
" (2z—y)?? de (2 — yy)” 





F — + yFi(.r)— 29'(4)= 9, 


20. 
da Oe 4 F(x) +79" 2)= 03 
ae 
We +5r-+y = cos2/, 
21. 
dty 
rT —xr+3y=0, 
ay dy | ds _ 
9 Dat ode dg PY +208 = e%, 
d?z _& 


3 3 —*, 
aa ha: + de 7 2=€ 


23. Déterminer deux fonctions u et» des variables indépen- 
dantes .r, 9 telles que l'on ait 


du =(3u + 120)dr+(2u+12¢)d), 
dv =(u+20)dxr+(u+v)dy. 

24. Trouver les intégrales réelles du systéme d’équations 
dz dy dx ds dc dy 
daa aa aa 

28. Intégrer l'équation aux différentielles totales 

(a — js)dx+(y—55)d + (43 — jrx—5y+1Ddz=0; 


trouver le lieu des centres de courbure des sections faites par un 


plan quelconque passant par l’origine dans les surfaces quo repré- 
sente l'intégrale générale (' ). 


(') Nous supposerons partout les axvs do coordonnées rectangu- 
laircs. 
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96. Eliminer 2 entre les deux équations | 
z+ 9(a)+ 2(22?—a)o'(2)=0, 
J*+ 2[2 + 9(2)]9 (2) = 0; 


‘ inlégrer ensuite !'équation aux dérivées partielles qu’on a obte- 


nue, et particulariser son intégrale de maniére qu'elle représente 
une surface passant par le cercle 
3=0, r+ 72?= mm, 
27. Former et intégrer léquation aux dérivées partielles des 


surfaces engendrées par une droite qui rencontre constamment 
l'axe des 2 sous un angle déterminé. 


28. Trouver la valeur de z qui se réduit 4 zéro pour « = a, et 
satisfait a l’équation 


dz ds 
axt —- +(2r'z+ ary — art;*) dy = 2axrtyz — 2a*y5, 


dx 
29. Intégrer l’équation 


(r—@)(>-&) =: 
yp MO de] 


ct disposer de la fonction qui figure dans l’intégrale générale de 
telle sorte que, pour z =1, on ail = 


30. Intégrer I’équation aux dérivées partielles 
2z 2 2- 
(=: a + 2.4ry = ay? = (.x? +") 
dz * 


a (Grr G) r+ («f+ dy, \", 
en substituant a x ety des coordonnées polaires : ‘indiquer le 
mode de génération des surfaces représentees par I’intégrale gé- 
nérale. 

31. Intégrale compléte de ]'équation des surfaces telles que lc 
tétraddre compris entre les plans coordonnés et un plan tangent 
quelconque ait un Volume donné. Intégrale singuliére : lignes de 
plus grande pente et ombilics de la surface représentée par cette 
intégrale. 

32. Eliminer le paramétre a de I’équation 

(2a— 7)? = 2, 


trajectoires orthogonales des courbes représentées par cette 
équation. 


: . 
ee ne 7 7 
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33. Trouver une courbe plane telle que sa courbure en un 
point quelconque soit dans un rapport constant avec la courbure 
que présente au point correspondant la transformée de la courbe 
-cherchée par rayons vecteurs réciproques, le centre et le module 
d'inversion étant donnés. 


34. Trajectoires orthegonales des courbes définies par l’équation 
(124-7?) + etry =o. . 

35. Trajectoires orthogonales des courbes définies par ]’équation 
tang9 

— nn 9 

tang @ 

a étant un paramétro variable. Chercher si !'aire comprise entre 
l'une des courbes proposées et les rayons vecteurs correspondant 


rz= qil 


‘ ‘ T . 
aO9—=—2eta0= > a une valeur finie. 


.36. Trouver et construire une courbe plane telle que le triangle 
ayant pour base |’ordonnée d'un point quelconque de la courbe et 
pour sommet le centre de courbure correspondant ail une aire 
constante. 


37. Déterminer et construire une courbe plane telle que le 
triangle qui a pour cétés la tangente et la normale en un point de 
la courbe, ainsi que la perpendiculaire menée par le pdle au 
rayon vecteur du méme point, présente une aire constante. 


38. Trouver une courbe plane telle que, dans le quadrilatére 
formé par les axes coordonnés (toujours rectangulaires), la tan- 
vente et la normale en un point de la courbe, les diagonales se 
coupent sous un angle constant. 


39. Trouver une courbe plane telle que la droite menée, dans une 
direction donnée, depuis lo centre du cercle osculateur 4 la courbe 
en un point M jusqu’a la tangente en M ait une longueur constante. 


40. Trouver une courbe planc telle que le centre du cercle 
osculateur en l’un de ses points M se projette sur le rayon vec- 
teur OM en un point symétrique de M par rapport au pdle O. 


41. Trouver une courbe plane telle que la distance p du pédle a 
la tangente en un de ses points M soit une fonction donnée du 


rayon vecteur r de ce point; cas ot cette fonction est do la 
. 5 r? —- a 
forme Ar, ou =? ou Var, ou — 


42. Lieu des centres de courhure principaux : 1° d'un ellip- 
suide, aux divers points d'une do ses sections principales, 2° d'un 
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paraboloide équilatére, aux divers points de l’une des génératrices 
. qui passent au sommet. 


43. Déterminer, sur un paraboloide elliptique, le lieu des 
points ou la normale fait un angle donné avec I'axe de la surface : 
aire de la partie du paraboloide comprise a l’intérieur de ce lieu. 


44. On considére l’enveloppe des plans donnés par |’équation 
gant yF(a)+ R¥1+ 22+/[F(a)2, 


a é6tant un paramétre variable et F une fonction donnée, et l'on 
demande de prouver que les lignes de courbure de la surface 
sont les génératrices et des courbes situées sur des spheres con- 
centriques. 


43. Lignes asymptotiques de la surface zx*= ay*. 


46. Lignes asymptotiques de la surface engendrée par une para- 
bole qui tourne autour de sa tangente au sommet, ou par uno 
droite horizontale, animée d’un mouvement hélicoidal par rapport 
4 une droite verticale. 


47. Montrer que les lignes asymptotiques de la surface engen- 
drée par une droite qui glisse sur trois lignes directrices peuvent 
se déterminer a l'aide d'une simple quadrature quand l'une des 
directrices est rectiligne : si une seconde directrice est rectiligne, 
on sait effectuer la quadrature. 

Trouver les trajectoires orthogonales : 


48. Des génératrices d'une surface gauche de révolulion; 


-49. Des paraboles tracées sur un paraboloide donné et dans 
des plans paralléles ; 


50. Des cercles tracés sur une sphére et passant par deux points 
fixes de la sphere. 


$4. Lignes géodésiques d’un cone droit. 


82. Trouver sur le cylindre c?= <> une courbe telle -que la 
tangente en un quelconque de ses points M coupe le plan XOY 
au milieu de la droite qui joint les points de rencontre du plan 
osculateur en M avec OX et OY. ' 


33. Etant donnée la parabole 
s=0, y=, 


par un de ses points M on méne un> droite MP parallele 4 OZ et 
égale a l'aire comprise entre l’arc de parabole OM et sa corde : lieu 
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du point P; courbure, torsion; montrer que le lieu est une hélice. 
54. Former I'équation générale des surfaces orthogonales aux 


sphéres qui touchent le plan XOY a l’origine; en déduire quelques 
systémes triplement orthogonaux. 

"3. Surface de révolution telle que la somme des rayons de 
courbure principaux en chaque point soit constante : forme de la 
méridienne. 


36. Conoide droit tel que ses lignes asymptotiques autres que 


les génératrices se projettent sur le plan directeur suivant des 
lignes qui coupent les projections des génératrices sous un angle 
donné. 


$7. Surfaces telles que la portion de normale au point M com- 
prise entre ce point et le plan OXY soit égale 4 OM; examiner le 
cas ot la surface doit couper OXY suivant une spirale r= ae™9, 


$8. Déterminer une surface passant par une droite donnée dans 
le plan OXY et telle que le triangle dont les sommets sont : 1° l'o- 
rigine, 2° le point de rencontre de OXY avec la normale au 
point M de la surface, 3° la projection de M sur OXY, ait une 
aire constante. 


39. Former i’6 Juation aux dérivées partielles des surfaces telles 
qu’en chaque point du plan XOY les tangentes aux projections des 
deux lignes de courbure qui s’y coupent soient également incli- 
mées sur OX; intégrer cette 6quation en supposant z de la forme 
o(2)+%(y); déterminer, dans ce cas, les lignes de courbure. 


60. Surface telle que le produit de la distance de lorigine au 
plan tangent en M par la portion de normale en M comprise entre 
ce point et le plan des zy ait une valeur constante. 


G1. Etant données les surfaces représentées par les équations 
z —— afi -é& 
7 = tang-, (#47 = 8 (e+e a E 


montrer quelle correspondance il faut établir entre chaque point de 
la premiere surface et un point de la seconde pour que I’arc décrit 
par le premier point, quand il se déplace d’une maniére quel- 
conque, soit égal a l’arc décrit par-le point correspondant : en 
deux points correspondants les rayons de courbure principaux ont 
méme produit. . 

62. Déterminer les développées des courbes tracées sur un céne 
droit de maniére 4 couperles génératrices sous un angle constant. 
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63. Calculer les intégrales suivantes : 


" cosar dr =) 
0 i+z 


2% 
f col (xr —a—by—1)dz, 


f ° (22+ 28.c/—1— B*—a?)-", (a entier positif). 


64. Calculer l'intégrale 


dz . 
J carer’ 


prise le long du cercle x*-+ y?= 27+ ay. 
65. Calculer l’intégrale 


az 
{aw 


prise le long du cercle dont I’équation est 
(c+ 1j?+yp2?= G. 


66. Soit ABC une circonférence ayant 2 pour rayon ct lori- 
gine O pour centre : calculer 


\ wa 
V2t+c+1 


le long du contour OABCAO : au point de départ on suppose le 
radical égal a +-1. 


-67. Etant donnée la relation z =u-+e“, sur quelles lignes 
doivent rester.les points A et B, affixes de z et de u, pour que la 
droite AB ait une longueur constante m? Trajectoires orthogonales 
de ces lignes quand m varie. Dans quelle région doit rester A 
pour que la valeur de uw qui s’annule pour z =1 soit développable 
suivant les puissances entiéres de z — 1? 


FIN DU SECOND VOLUME. 
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